Masodrendii matrixok hatvanyozasa karakterisztikus
egyenlettel

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely
Ebben a paragrafusban a matrixok hatvanyozasanak egy Ujabb

modszerével ismerkedink meg. Ez a moddszer a Cayley-Hamilton

X
karakterisztikus egyenleten alapszik, amelyik a kovetkez8: Ha A:L ﬂ

akkor A*—t-A+d-1,=0, ahol t=TrA és d=detA (*). A képlet
ellen6rzése azonnali, egyszer( szamolasokkal rogton adodik.
IV. A karakterisztikus egyenlet mdodszere

A kovetkez6kben, a matrixok hatvanyozdsat a (*) alatti
karakterisztikus egyenlettel kezdjiik el, és ezt tovabbfejlesztjik. Mivel az

A? —t-A+d -1, =0, masodfoku matrixegyenlet lehet hidnyos masodfoku
egyenlet is, el6bb ezeket az eseteket targyaljuk le.

2 2 *
1. feladat: Ha Az{1 J , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt YneN

esetén!

Megoldas: vegyilik észre, hogy d=0 és t=3, ezért karakterisztikus

egyenlet A’-3.A=0,=>A’=3-A. Ezért A*=3.-A?=32.A,
A*=3.A=3%. A, igy feltételezzilk, hogy A“=3“'.A. Indukciéval
bizonyitjuk, hogy AT =3 A, Valdban,

A=A A=3T A A=3T. A2 =31.3A=3. A . Ezzel a feladatunkat
megoldottuk.

_1 1 *
2. feladat: Ha Az{ ) J , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!



Megoldas: vegyik észre, hogy t=0 és d=-3, ezért karakterisztikus
egyenlet A?-3.1,=0, < A*=3-1,. Ezért AX=(3.1,) =31, és
tovabbd A% =A% .A=3".1,-A=3". A. Ezzel a feladatot megoldottuk.

0 1 -
3. feladat: Ha A:{ 0} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

Megoldas: vegylik észre, hogy t=0 és d=1, ezért karakterisztikus
egyenlet A*+1,=0, < A*>=—1,. Ennek alapjan rendre felirhat6, hogy
A=, N=-AA'=-A=1, é A=A . A tovabbiakban

kulcsfontossaggal bir az, hogy A’ =1,.

Mivel barmely neN egyike a 4k,4k +1,4k + 2,4k +3 alakoknak, ahol

4 " . 4k 4\K 4
keN, ezért rendre felirhaté, hogy A =(A) =(1,) =1,,
AYT = A A=, A=A, A2 = AN =1, - A2 = A?valamint
A3 = A A3 = |, AP = A%, Ezzel a feladatot megoldottuk.

Az el6z6 példakban tehat olyan matrixokat hatvanyoztunk, amikor
vagy d=0, vagy t=0 volt, igy a karakterisztikus egyenlet, hidnyos egyenlet
volt, és ezzel kdnnyen érvényesiltink.

A tovabbiakban azt az esetet Vvizsgaljuk, amikor az
A? —t-A+d-1,=0, karakterisztikus egyenlet, nem hidnyos masodfokd
egyenlet, vagyis d #0 és t #0.

Ezen célunk megvaldsitasa érdekében, sziikségiink lesz, a
masodfoku linearis rekurzidegyenletek megoldasara, ezért most kitériink
erre.

A masodrendii rekurziok koziil kiilonos fontossaggal birnak a linearis

homogén rekurziok. Ezek altalanos alakja: ax ., +bx, , +cx, =0 (1) ahol

n+2 n+1

X, =X,X% =Yy adottak.
A homogén linearis rekurzid megoldasa szorosan kapcsolodik az
ugynevezett karakterisztikus egyenlethez. Ez a kovetkez6 meggondolasbol
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adodik: az (1) egyenlet megoldasat x, =q" alakban keressiik, ahol q=1

igy a rekurzio alapjan eljutunk az ar’+br+c=0 Ggynevezett
karakterisztikus egyenlethez.
(I) Ha ennek kiilonbozé gyokei vannak, akkor a fliggvény x, =ar" + gr,
ahol az «, szamokat a kezdeti x,=x,x =y feltételekbdl hatdrozzuk
meg.
() Ha a karakterisztikus egyenletnek dupla r =r,=r gyoke akkor
X, =(ar+pn)r"*, és az o, szamokat ugyancsak a kezdeti x, =x,x =y
feltételekbdl hatarozzuk meg.
(1) Ha a karakterisztikus egyenletnek komplex gyokei vannak, akkor
X, =ar"+ar é ahol r=p(cost+isint), igy X, =p"(acosnt+Bsinnt)
(v.0. [1], 36. oldal).

Ezen informdciok birtokéban, oldjuk meg a kdvetkezd feladatokat.

Floszor azonban nézziik a kovetkezOket:
A karakterisztikus egyenlet alapjan

A’ —t-A+dl, =0, < A’ =t-A—d-I,. Ennek alapjan az is felirhat6, hogy
A®=t- A’ —d-A és ha most az el8bbi dsszefiiggésbdl ide behelyettesitjiik
az A’ =t-A—d -1, értéket, akkoregy A’=x,-A+y,-l,alaka dsszefliggést
kapunk, ami azt sejteti, hogy A"=x,-A+y,-1, alaka lesz. Ezt, a
kovetkez6 tételben fogalmazzuk meg:

a b
Tétel: Ha A:[C d}’ t=TrA és d =det A, akkor léteznek olyan (xn)nZO

€s  (Vn),,Szamsorozatok,  amelyekre ~ A'=x -A+y,-1,(#) és
X —t- %, +d-%x,,=0,1) Yy, -t-y,+d-y,,=0,(2) barmely neN"
esetén, tovabba x, =0,y, =1 valamint x, =1y, =0.
Bizonyitas: a (#) relaciét indukcioval igazoljuk. Az n=0 illetve n=1
esetben az 1,=A" =x,-A+y,-1, illetve A'=x-A+y, -1, osszefiiggések,
az X% =0y,=1 valamint  x =1y,=0.0sszefliggések  alapjan
nyilvanvaloak. Feltételezziik tehat, hogy A =x -A+y, -1,. lgazoljuk,
hogy A =x Ay, Valdban,
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A=A A=A (% A+Y-1,)=x A +yA.De A=t-A-d-l,, és ezt
behelyettesitve azt kapjuk, hogy ~A“'=x (t-A-d-1,)+y,-A vagyis
A = (tx + Y, ) - A+ (=dx )+ 1, . Legyen most x,,, =t- X, + Y, €8 Y, =—dx,

igy éppen az (1) és (2) masodrendl rekurzids Osszefiiggéseket kapjuk.
Ezzel a Tételt bizonyitottuk.

3 2 "
4. feladat: Ha A:{1 4} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt YneN
esetén!
Megoldas: mivel t=7,d=10 ezért a karakterisztikus egyenlet
A? _7A+101,=0, ,tehdt A" =x,-A+Yy, -1, ahol x,,, —7-x, +10-x, , =0,
és y,,—7-y,+10-y, , =0.tovabbd x, =0,y, =1 valamint x, =1y, =0. A

két rekurzidos egyenletnek ugyanaz a karakterisztikus egyenlete,
r> —7r+10=0 amelynek a két kilénbdz6 valds gydke r, =2,r, =5. Tehat

X,=a-2"+-5" és x=0x=1 gy xn=%(5”—2") . Tovéabba

y,=y-2"+5-5" és Yo =1y, =0ezért yn=—§(5"—2”),
A'=x -A+y - =1(5“—2”)-A—3(5”—2")-| ahonnan
n n 2 3 3 27
542" (" _ 2"
A”=1 ( ) vneN esetén.
3(5"—2" 2.5"42"

1 1 -
5. feladat: Ha A:{ 3} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

Megoldas: mivel t=4,d=4 ezért a karakterisztikus egyenlet
A*—4A+41,=0, , tehat A"=x,-A+Yy,-l, ahol x ,—4-x +4-x,_,=0,
és Yy, —4-y,+4-y,,=0.tovdbba x,=0,y, =1

valamint x =1,y,=0. A két rekurziés egyenletnek ugyanaz a

karakterisztikus egyenlete, r? —4r+4=0 amelynek a két egybeesd valds
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gyoke r,=r,=4.Tehat x, =(2a+pn)-2"" és x,=0,x =1 igy X, =n-2"" .
Tovabba y, =(2a+ fn)-2"" és y, =1y, =0ezért y, =2"(1—n)

Ve

Igy hat
2"(2-n) n-2”-1J

n— . . frd . nil- n —_ . g
A'=x,-A+y,-1,=n-2""-A+2"(1-n) IZ_L 2 22

vneN esetén.

6. feladat: Ha A:{ 1

1 *
J , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN
esetén!

Megoldds: mivel t=2,d=2 ezért a karakterisztikus egyenlet
A*-2A+21,=0, , tehdt A" =x -A+y, 1, ahol x ,—2-x +2-x =0,
és y,,—2-y,+2-y,,=0.tovabba x,=0,y, =1

valamint  x =1,y,=0. A két rekurziés egyenletnek ugyanaz a

karakterisztikus egyenlete, r?—2r+2=0 amelynek a két kiilénbdz8

komplex gyoke n=1+i =\/§(cos%+isin%} illetve

r2=1—i=\/§(cos%—isin%j. Tehat xn:\/iniacosn%Jr,BsinnT”j ,

X =0,% =1 ezért X, = 2" -sinnT” . Tovabba
Yn :\/En(}/cosnjﬂ-+53in%j, Yo =1 yl:0’ ezért
A =2 -(cos%”—sin%ﬁj. Tehat

A'=x -A+y, -1, =J2" -sinnT”-AvL\En -(cosn%—sinn%jlebbél

nr . nrx
cos—  sin—
T n n 4 ,
azonnal adodik, hogy A -2 , VneN esetén.
. Nz nz
—-sin— cos—
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7. feladat: Ha Az{1 1} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN

esetén!

1. Megoldas: mivel t=d=1, ezért a karakterisztikus egyenlet
A? — A+1, =0,.Ha most mind a két oldalt megszorozzuk A+ I, -vel, akkor azt
kapijuk, hogy Ail,=0, oA =1, =>A =1, . Tehat
A6k _I A6k+1 _ A A6k+2 _ A2 A6k+3 _ A3 A6k+4 _ A4 A6k+5 _ A5

— 2 - y - ) - l - l - .
2. Megoldas: mivel t=d=1 ezért a karakterisztikus egyenlet
A>~A+1,=0, , tehdt A"=x,-A+y, -1, ahol x
Yo — Yo + ¥y =0. tovabba x,=0,y, =1

o — X, +X,4,=0, es

valamint x =1,y,=0. A két rekurziés egyenletnek ugyanaz a

karakterisztikus egyenlete, r>—r+1=0 amelynek a két kiilénb6z6

_1+i\/§

2

komplex gyoke n

_1-i\3
2

T .. TT.
=cos—+isin=illetve
6 6

I

T . . T nx . Nxr
=co0s——isin—. Tehat x =acos—+ Asin— , =0,x, =1
5 5 n 5 B 5 X =0,%

. . n e n . n ,
ezért X, =2-Sln% . Tovdbba vy, :acos§+ﬂsm?ﬂ, Yo =Ly, =0, ezért

A =cosn§—\/§sinn{. Tehat

A'=x,-A+y,-I, =2.sin2Z. A+| cos™Z — BsinZ l,.

6 6 6
Vegyiik észre, hogy a két megoldds 6sszhangban van egymadssal, ugyanis
a cos%ﬁ,sin% éppen 6 periodikusak.

2b—-a a-b

8. feladat: Ha A=
2b—-2a 2a-b

} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt

vneN" esetén!



Megoldas: szamolasokkal ellenérizhets, hogy t=a+b,d=ab ezért a
karakterisztikus egyenlet A’ —(a+b)A+abl, =0,. Tehat
A"=x,-A+y, -1, ahol X,y —(@+b)-x, +ab-x, , =0, és
You—(@+b)-y, +ab-y, ; =0. tovabba x, =0,y, =1 valamint x =1y, =0.
A két rekurzidos egyenletnek ugyanaz a karakterisztikus egyenlete,
r’—(a+b)r+ab=0 amelynek a két kilénbdz6 komplex gydkei

X,=a-a"+f-b" és x=0%=1 igy xnzib(a"—b") . Tovabba

y,=y-a"+5-b"  és Yo=1y,=0 ezért ynzﬁ(—ba“rab“),

A'=x -A+y,-I :L(a“—b")-A+L(—ba“+ab")-l igy
n n 2 a—b a—b 27

o 2bn_an an_bn .

A= VneN esetén.
2b" —2a" 2a"-h"

11 -
9. feladat: Ha A:{1 O} , akkor szamitsuk ki az A" hatvanyt VneN
esetén!

Megoldas: ezzel a feladattal az I. részben foglalkoztunk, ahol indukciéval
igazoltuk, hogy

A" = I:n+1 Fn és FE=F =1 és F.=F .+F.. VneN" az
= Fn,l ’ 1 2 n+2 n+1l n?

n

ugynevezett Fibonacci sorozat.

Most megkeressik az F, képletét, vagyis zart alakjat. A rekurzi6

karakterisztikus egyenlete r’ —r—1=0amelynek a gyokei

I =1J”/§,r2=1_2\/g ezért Fn=a£1+\/§J +ﬂ[#} ahol F, =F, =1,

o2 2

n n
igy azt kapjuk, hogy Fn=%“1+fj —[1_;5” . Ezek szerint
felirhato, hogy
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oL [@rBrioaeBrt 2By 20"
2ﬂ+1.\/§ 2(1+\/§)“_2(1_\/§)n 4(1+\/§)”_1_4(1_\/§)n—1 ,

11
esetén. Ugye mennyire meglep6 eredmény, hogy az A:{1 0}

hatvdnyozasa soran ilyen bonyolult eredményt kapjunk?

A bemutatottak jobb elmélyitése végett, az érdekl6d6 Olvasdnak
javasoljuk a kovetkezé feladatok megolddsat:

A kovetkez6 A matrixok esetén szamitsuk ki az A" hatvanyt YneN"
esetén:

2 3 -1 2 1 2 1 2
(1) A=(4 6] (2) A=[3 J (3) A={3 6] (4) A:(o _J (5)
(o 1J {o 1}
A= (6) A=
-1 0 10
0 2 1 2 6 -1 2 4
(7) Az[l J (8) A{s 0} (9) Az{2 3} (10) A:{_1 0} (12)

A{l 2 12) A:{s 1}
-1 1

1 3 1 -1 3 -1 0 -1
(13) A= A _3} (14) A:{1 3} (15) A=[ ) \/§] (16) A{1 _J

2 -1
wna? ]



