Linearis rekurziok megoldasa matrixokkal
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Xn+l = aXn + byn

b,c,d, %, y, adottak
yn+1:CXn+dyn (a ¢ XO yo acora )

Ebben a paragrafusban az {

linedris rekurencia egyenletrendszer megoldasaval foglalkozunk,
matrixok hatvanyozasanak a segitségével. Ennek a Kkivitelezéséhez,
nézzik csak at az el6z6, IV. részben leirtakbdl a kbvetkezbket:

Ott bizonyitottuk, hogy barmely masodrendld X matrix esetén
X" =x,X +y,l, (1) alakra irhat6, ahol az r®>—tr+d =0 karakterisztikus
egyenlet gyokeinek természete szerint felirtuk, hogy:

1) Ha A>0 akkor x, =ar" +gr, és y, =4r" +y1,; (2)

2) Ha A=0 akkor x, =(a+An)r" és y, =(5+yr)r" (3)

3) Ha A<0 akkor X, = p" (cosnt + Bsinnt) és
y, = p"(scosnt+ysinnt), ahol p =|r| (4)

Ezek segitségével, a matrixok hatvanyozdsa csupan matrixegyenletekkel
is felirhatd, a kovetkez6 modon:

Felirjuk a matrix X?-tX +dl, =0, karakterisztikus egyenletét,

amelynek a numerikus formdja r? —tr+d =0. Most, ha az (1)-be rendbe
behelyettesitjiik a (2), (3), (4) 6sszefliggéseket azt kapjuk, hogy:

1) Ha A>0 akkor X"=r"-B+r,-C (2')
2) Ha A=0 akkor X"=(B+nC)r" (3’)
3) Ha A<0 akkor x,=p"(B-cosnt+C-sinnt), ahol p=|r| (4’)

Tehat ezen képletek segitségével, azonnal meghatarozhaté az X"
matrixhatvany, ahol a B,C matrixokat a kezdetértéki feltételekbdl
hatarozzuk meg.



Most ratériink a dolgozatunk kozponti mondanivaldjara, az

{Xml = axn + byn

(5) rekurencia egyenlet rendszer megolddsara.
yn+l = an + dyn

Az (5) rekurencia egyenletrendszer matrixokkal igy is irhatd:

Xn+1 a b Xn : Xn+l Xn a b .
= vagyis =A (6), ahol A= ,neN és
yn+1 C d yn yn+1 yn c d
Xy, Y, adottak.

A (6) ismételt alkalmazasaval rendre felirhatd, hogy
(Xnﬂj _ A(Xn]: AZ(anJ — As[XnZJ: = An+1(xoj ) tehat
Ynu Yn Yn1 Yn-2 Yo

X X .
( ”j: A”(yOJ (*). gy hat az (5) rekurencia egyenlet megoldasa végett,

n 0

a b
csupan az A" =[ d] hatvanyozast kell elvégezniink.
c

Nézzlink is néhany azonnali alkalmazast:

+1:Xn +2yn

X
1. feladat: Oldjuk meg az { " rekurencia egyenlet rendszert,

yn+1 = Xn + yn

ahol x, =y, =1.

n

X 1 1 2
Megoldas: A (*) 6sszefliggés alapjan [y”}: A" [J ahol Az(l J . Most

pedig ki kell szamitanunk az A" hatvanyt. Ebbél a célbdl felirjuk a matrix
karakterisztikus egyenletét, ami A’ —-2A-1,=0, ami numerikusan
r?—2r-1=0 és ennek a gyokei I, =1+/2 . Ezért a (2) képlet alapjan
A" =(1+2)"B+(1—+/2)"C. Most a kezdetértéki feltételek alapjan, ha

10
rendre n=0 illetve n=1, akkor felirhatd, hogy {0 J: A’ =B +C illetve

1 2
L 1}=A1:(1+\/§)B+(1—\/§)C. Ha most megoldjuk ez utdbbi
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1 1
egyenletrendszert azt kapjuk, hogy B= i \/15 és
22 2
i1 11 11
c-| 2 */E, A= @iy2)| 2 ﬁ+(1—ﬁ)” 2 V2
1t 1 11 1t 1
N 22 2 22 2
X 1
ahonnan az [y” J =A" {J alapjan azt kapjuk, hogy
n
_1 n n ‘ _ 1 n n
=5 @D+ 0N [ €5y, =T @e V2 - 0-42)' |

Xn+l = Xn + 2yn

rekurencia egyenlet
Yo = _2Xn + 5yn

2. feladat: Oldjuk meg az {

rendszert, ahol x,=1y,=2 .

. . . X a1 1 2
Megoldas: A (*) Osszefliggés alapjan =A 1 ahol A= Ik

n
Most pedig ki kell szdmitanunk az A" hatvanyt. Ebbdl a célbdl felirjuk a
matrix karakterisztikus egyenletét, ami A’ -6A+91,=0, ami

numerikusan r>—6r+9=0 és ennek a gydkei r,, =3. Ezért a (3’) képlet

alapjan A" =3".B+n-3"'C. Most a kezdetértéki feltételek alapjan, ha

rendre n=1 illetve n=2, akkor felirhatd, hogy A=3B+C illetve

A?=3B+6C. Ha most megoldjuk ez utdbbi egyenletrendszert azt
10 -2 2

kapjuk, ho B= és C= .
3 ey M o

3" O}{—Zn?“l 2n3”‘1} {3“‘1(3—2n) 2n3"! }

gy tehat A"= =
0 3"| [-2n3"t 2n3"* -2n3"t  3"(3+2n)

X 3"*(2-3n 2n3" (1
ahonnan az ( ”jz ( ) ( j alapjan azt kapjuk, hogy
—2n3"t 3"H(2+3n) \2

x, =3"1(3+2n) és y,=2-3""(3+n).

Yn



2Xn = \/§Xn—1 + yn—l

rekurzidk altal
2Yn+1 = _Xn + \/§yn

3. feladat: Igazoljuk, hogy a {

értelmezett x,,y, sorozatoknak ugyanaz a periddusa! Szamitsuk is ki ezt!

Megoldas: A  rekurencia  egyenletrendszer igy is irhaté:

B,

1 7 in”
X, = > Xnat5 5 Yna Xq =COS€‘ Xng FSIN—=- Yoy ,

5 vagyis - P lgy hat
yn+l=_§xn +7yn yn+l=—S|nE‘Xn+COS€'yn

cos— sin—
Xn _ n XO _ 6 6 s 7 _sr s s
=A , ahol A= , és az el6z6 részekben lattuk,
n yO

y —sinZ cosZ
6 6
nrt . Nz
cos—  sin—
hogy A" = 6 6 , ezért azt kapjuk, hogy
nz nz

—sin— coS—
6 6

nz . nrx . . nw nz

X, =C0S— X, +Sin—-Yy, és X =—-Sin—-X,+C0s—-Y,, ahonnan
6 6 6 6

lathato, hogy X1, =X, ¥,.10 =Y, , tehat a féperiddus T =12.

A rekurencia egyenlet rendszerek szoros dsszefliggésben vannak
az u.n. Pell egyenlettel, vagyis az x*—ky’=1 egyenlet egész szamu
megoldasaval, ahol k négyzetszammentes természetes szam.

Eszrevehetd, hogy ha (x,,y,) az adott Pell egyenlet legkisebb

pozitiv egész megoldasa, akkor X2 —ky =1, vagyis
(% + Yo k)(% — Yo(k) =1 akkor ha ezt n-edik hatvanyra emeljiik, és
hasznaljuk a Newton binomialis képletet, miszerint

(% + Yo k) =%, +y, Nk (6) €5 (% —yovk)"=x,—y,k (7), akkor
nyilvanvaldan xﬁ —ky,f =1, vagyis (x,,y,) megoldasa a Pell egyenletnek.
De

Xns1 T Yn+1\/E =(% + YO\/E)Ml =(% + YO\/E)n(Xo + yo\/E) :(Xn + Y \/E)(Xo + yo\/E)
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X .4 = XgX, + .
, ahonnan azt kapjuk, hogy { e = X% + KoYy (8). Es ezek utdn, mar

yn+1 = yOXn + XOyn
visszakaptuk a targyalt rekurencia egyenletrendszert, igy a Pell egyenletre

X X
matrixokkal végzett megoldast is adhatunk: (“Jz(xo kyO]( “1j
Yn Yo % N\ Yna

X ky, )"
vagyis ( ”J:(XO yo] [Xoj Felirjuk most a matrix karakterisztikus
n Yo %o Yo

egyenletét, ahonnan r® —2x,r +1=0, igy a megolddsok

= 1[(Xo + )’o\/E)n+l +(% — yo\/E)Ml} és

Yo = J—[(XOWOJ_)”” X —Yok)"™|.  Megjegyezziik, hogy az

el6bbiekben nem bizonyitottunk semmit sem a legkisebb pozitiv
megoldas létezésér6l, sem arrdl, hogy a Pell egyenlet Osszes egész
megoldasat valéban a (8) adja meg. Ennek a bizonyitdsa nem is olyan
egyszerd.

Megjegyzés: A Pell egyenlet megolddsainak X aranyai tulajdonképpen a
n

Jk megkozelit6  értékei, s6t mi  tébb, felirhatd, hogy

X 1

O k=

yn yn (Xn + yn\/E) \/_

— — 0 vagy masként:

n+l

1+[Xo—yoﬁ]
n+l n+1

fim 22 _ K lim (Xo+YO“/E)n+1+(Xo_YO\/E)n+l:\/E“m % + Yok ___k

”*“’y ””w(xo"'yo\/i) _(Xo_yo\/i) nﬁwl_[xo_ym/ij

Xo*‘Yo\i"lE

4. feladat: Oldjuk meg a NxN halmazon az x*-2y*=1 alakd Pell
egyenletet.

Megoldas: Vegyik észre, hogy (x,,Y¥,)=(32) a legkisebb pozitiv
megolddsa az egyenletnek, ezért az el6bbiek értelmében
5



_ 1 n+l n+l | 4 _ 1 n+l n+1
X _5[(3+2\/E) +(3-2vk) ]es Y, _ﬁ[(mzﬁ) - (3-2vk)" |
. Ennek a részletes levezetését az érdekl6dé Olvasé az el6bbiek mintdjara
kénnyen megteheti.

5. feladat: Keressik meg az 6sszes n pozitiv egész szamot, amelyekre
egyid6ben n+1 is és 3n+1 is négyzetszamok!

Megoldas: A feltételek alapjan felirhatd, hogy n+1=x? és 3n+1=y?

ahonnan 3x*—y? =2 ami nem éppen a szokvanyos Pell egyenlet, ezért
elvégezziik az u =%(3x—y) és v=%(y—x) transzformaciét, aminek
nyoman azt kapjuk, hogy u? —3y? =1 és az elébbiek alapjan ennek a Pell

egyenletnek az 4ltaldnos megoldasa u, =%[(2+\/§)k“+(2—\/§)k”] és

1 ,
v, =——| 2+3) 2=, | hit a feladat megoldasai
= ﬁ[( )t -3 . Ty g

N, =x2 —1= (U, +v,)? —1=%[(2+J§)2k+1+(2—ﬁ)2k+1 —4],Vk >1 .

Végezetiil ratériink egy nagyon érdekes sorozattipusra, a homografikus
sorozat megoldasara.

Egy z,,,=f(z,)rekurzi6 alapjan értelmezett sorozatot, ahol

ax+b . L e .
f(x)= , homografikus sorozatnak nevezziik. Erdekes moddon, az
cx+d
altaldnos tagjanak a meghatdrozasa visszavezethet6 a mar tdargyalt linearis
., , az, +b i
rekurziés egyenletrendszerre. Tehdt z = . Az, altaldnos tagot
cz, +d
X X ax, +b , .
z, =— alakban keressuk, és mivel ”—”:”—y”, ezért azzal a feltétellel
yn yn+1 CXn + dyn
Xn+1 = aXn + byn

keressiik, hogy { legyen. Tehat visszavezettik a

yn+l :CXn +dyn
megoldast, mar ismert rekurencia remdszer megoldasara. Nézziink csak
egy példat is!



6. feladat: Keressik mega z,, = 2z, +1
2z, +3

és z, =1 rekurzidval értelmezett

sorozat altalanos tagjanak a képletét!

Megoldas: Az el6bbiekben bemutatottak alapjan znzﬁ alakban

n
Xn+1 = 2Xn + yn
=2X, +3Y,

n+l —

keressik, igy {
X X 2 1
Tehét[ ”j:A”( Oj, ahol Az( ] és 22 _1 . Most ki kell szamoljuk az
Yn Yo 2.3) Y
.2 1 . o ,
Al = ) 3 matrixhatvanyt. A  karakterisztikus egyenlet tehat
r’-5r+4=0 amelynek a gyodkei r =1r,=4. Tehat A"=B+4"C. A
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kezdetértéki feltételek mellett {0 J =A’=B+C, és

2 1 2 -1
=A'=B+4C. Innen azt kapjuk, hogy B= 1 és
2 3 31-2 1
4"+2 41
11 2 -1 11
c-1 . Tehat A"=1 canl -| 3 3
32 2 3|2 1 3|2 2 2.4"_2 2.4"4+1
3 3
4" +2 4" -1
X, n n_
Ezért ( "j: 3 3 [Xoj ahonnan xn:x04 +2+y04 !
Yn 2:-4"-2 2:4"+1 |\ Yo 3 3
3 3
n_ . n
és A :x02 43 2+y02 43 1 . Tehat  felirhatjuk, hogy
A"y2 41 Yo 4'+2 471 "2 41
L _ Xo 3 *+Yo 3 Y 3 3 _ 3 + 3 :22n+1+1
" 2.4" -2 2:4"+1 %, 2-4"-2 2.4"4+1 2-4"-2 2.4"41 2% 1
+Y, - + +
3 3 Yo 3 3 3 3

Ezzel meghatdroztuk a az adott sorozat altaldnos tagjanak a képletét.



