Fliggvényosszetétel matrix hatvanyozassal
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a paragrafusban, a masodrendld matrix hatvanyozasanak
egy kiilonos és érdekes alkalmazasardl irunk.

Tekintsiik az f(x)= ax+b , f :R\{—g}—ﬂR elséfoku racionalis

cx+d a
fuggvényt (homografikus fiiggvény). Ertelmezziik a kdvetkezd sorozatot:
fi=Ff , fy,=fcf ,fy=fofof ,., f =fofo..of . Rekurzidval

| S ——
n-—szer

értelmezve tehat f, =fof _=f _;of (1)

Célul tlzzik ki az f (x) kiszamolasat, az el6bbi tortfliggvény

esetén.

A feladat megoldasa érdekében induljunk ki a kbévetkez6bdl:

aM-I‘b 2
fz(x)z(fof)(x)zaf(x)+b_ ox+d (8% +bc)x+b(a+d) 2)

cf (x)+d _cax+b+d c(a+d)x+d?+bc
cx+d

ax+b ax+b
cx+d ¢ x+d,

Ennek alapjan rendre jeldljik f(x)=f(x)=

L= o ragban £ 0= B, ha
C,Xx+d, c,x+d.
fra(X) Z—aMXernH (3) akkor mivel
n+1 +dn+1
a ax+b+b

af(x)+h  “exrd " (aa,+ch )x+(ba, +db,

£00=(f, - £)00=1,(F0)=nt 000 _ Toxrd 7 _( )X+ ( )
e, f()+d, . a+b . (ac,+cd,)x+(bc, +dd,)

n

n
cx+d
(4), ezért a (3) és (4) azonositasabadl a kovetkez6 rekurzidkkal értelmezett
a,,b,,c,,d, sorozatokat kapjuk:

n!'>~ni~n?



a,,=aa, +cb, , b, =ba +db, , c,=ac,+cd,, d. ., =bc,+dd, ahol
a, =a,b =b,c =cd =d.
A (2)-es Osszefliggésben figyeljink fel csak a kovetkezd
kifejezésekre: a?+bc, b(a+d) c(@a+d), d?+bc. Kénnyen észrevehetjiik,
a’+bc b(a+d)
c(a+d) d2+ch

vagyis a széban forgd négy kifejezés, éppen az A?> matrixhatvany elemei.

a b
hogy ha az A:(c dj matrixot tekintjiik, akkor A? =[

a, b
Ez utdbbi, a mar bevezetett jeldléssel igy irhatd: A? =( 2 dzj ahol
C, 0

a,=aa +cbh , b,=ba+db, , c,=ac+cd;, d,=bc +dd, és
a =a,b =b,c =c,d, =d.

a, b
Ha most indukcidval feltételezziik, hogy Anz(cn d“], akkor mivel

n n

A = A. A" vagyis

an-¢—l bn+1 a b a‘n bn t h :t an+1 bn+l aan + Cbn ban + dbn
Cn+1 dn+1 c d Cn dn Cn+l dn+l a‘Cn + Cdn an + ddn
ahonnan a marismert a,;, =aa, +cb, , b,,, =ba, +db, , c,,, =ac, +cd,,

d
indukcids feltevésiink helyes.

=bc, +dd, ahol a =a,b, =b,c, =c,d; =d rekurziét kapjuk. Tehat az

n+1

Ezek alapjan kijelenthetd a jelen dolgozatunk kdzponti eredménye:

b
Tétel: Ha f(x):ax—er , f :R\{—g}—)R és A= a , valamint
cx+d c d

a
fi=Ff, f,=fcf ,fy="Ffofof .., f =fofo.of , tehdt
|
n-szer
a,x+h
f,="Ffof ,="f_,of, akkor f”(x):c:x+d: aholaz a,,b,,c,,d, sorozat

a, b
tagjait az A" =(C” d“] matrixhatvanybdl hatdrozzuk meg.

n n



A tétel bizonyitasa tulajdonképpen kiolvashatd az elGbbi
eszmefuttatasokbdl.

Nézziink most a Tételnek néhdany alkalmazasat:

1. Alkalmazas: Ha f(x)= 2X+3, f:R\ _3 — R, akkor szamitsuk ki az
4X+6 2

f,(x) figgvényt, ahol f =fofo..of minden neN" esetén.
n-szer

Megoldas: A flggvényhez tartozd matrix A= 4 , és nem marad

6
hatra mint az, hogy kiszamitsuk az A" hatvanyt. Ezt a karakterisztikus
egyenlet mdodszerével tesszik meg (lasd a IV. részt). Mivel t=8,d =0
ezért a karakterisztikus egyenlet A> —~8A =0, vagyis A?> =8Aés innen mar
2-8" 3.8"t

azonnal kapjuk, hogy A 28“/‘\:( Nt n-1
4.8"" 6-8"

J. Tehat

2.-8"x+3.8"1 2x+3
fn(X)= n-1 n—l:
4.-8""x+6-8 4X+6

= f(x), VneN" esetén.

Megijegyzés: Vegylik észre, hogy ebben az esetben d=0 volt, ezért
hasonld esetekben, a karakterisztikus egyenlet A? =t- Aalaku lesz, ezért

An :tnlA:[z‘tn_l 3.tn—1

4.0 6" J' igy hat mindig f,(x)= f (x), Vn e N"esetén.
‘tn— .t _

X+ 2
2x-1

f,(x) figgvényt, ahol f =fofo..of minden neN" esetén.
|

2. Alkalmazas: Ha f(x)=

, f :R\{%}—)R, akkor szamitsuk ki az

n-szer

. . e 1 2 .
Megoldas: A fliggvényhez tartozd matrix A:[2 J , s nem marad

hatra mint az, hogy



kiszdmitsuk az A" hatvanyt. Ezt a karakterisztikus egyenlet mddszerével
tesszilk meg (lasd a IV. részt). Mivel t=0,d =-5 ezért a karakterisztikus

egyenlet A*-51,=0, vagyis A*>=5l,és A’=5A innen mar azonnal

52k71 0
kapjuk, hogy A =% = illetve
O 52k—1

1 2 5% 2.5% 2k
A2k _ g2k = 7 T |- Tehdt f,(x) 25—)(;?1 Xy

2 -1 2.5 -5 0-x+5 5

2k-1 2k-1

illetve f,, ()= X2 " _ X¥2 _ (4 Ui e N esetén.

2.5y 5"  2x_6

Megjegyzés: Vegyik észre, hogy ebben az esetben t=0 volt, ezért
hasonlé esetekben, a karakterisztikus egyenlet A>=—d-1, =>A’=—d-A

_d2k—l 0
alaku lesz, ezért e i =[ J és
0 _d2k—l
m n) (m-d* n.d*
AZKL = g2k = igy hat altalaban is f, (X)=X, és
2 2 2k
P q p-d q-d
o (X)= mX+n _ f(x) vk e N* esetén.
px+q

3x+1

3. Alkalmazas: Ha f(x)= 1 f:R\{1} >R, akkor szémitsuk ki az

f,(x) fuggvényt, ahol f, =fofo..ocf minden neN" esetén.
n-—szer

Megoldas: Ha megprobalndnk kiszdmitani néhany fliggvényosszetételt,
8x+4 20x+12

, F(F(f(X)) =
s fE o ="

jovink ra egy kénnyen, hogy a feladatot esetleg indukciéval bizonyitsuk.

ezt kapnank: f(f(x))= , de ezekbdl nem

) , N ., C o 3 1)
Eppen ezért felirjuk, hogy a fliggvényhez tartozé matrix Az( 1 J , €S

nem marad hatra mint az, hogy kiszamitsuk az A" hatvanyt. Ezt a
karakterisztikus egyenlet mddszerével tesszik meg (lasd a IV. részt).
Mivel t=4,d =4 ezért a karakterisztikus egyenlet A’ -4A+41,=0, ,

4



tehat A" =x,-A+y, -, ahol Xpg — 4 X, +4-%,,=0, és
You—4-Y,+4-y,,=0.tovabba x,=0,y, =1 valamint x, =1y, =0. A két
rekurzios egyenletnek ugyanaz a karakterisztikus egyenlete,
r’—4r+4=0 amelynek a két egybees6 valds gydke r,=r,=4. Tehdt
X, =(2a+pn)-2"" és x,=0,x=1, valamint y =(2y+6n)-2"" és
Yo =1y, =0. A kezdetértéki feltételek mellett, szamolasokkal azonnal
2"'(n+2) n.2"*
-n-2"*  2"(n-2)
tehdt felirhaté a  kérdéses fliggvényosszetétel eredménye:
4 (n+2)x+n
—nx—(n—2)

adodik, hogy A" =x. -A+ yn.|2=( ].Ennekalapjén

f.(x)=2" . Ezzel a feladatot megoldottuk.

4. Alkalmazas: Ha f(x)= dx+l
2X+3

f,(x) fuggvényt, ahol f, =fofo..ocf minden neN" esetén.
|

, f :R\{—%}—ﬂ&, akkor szamitsuk ki az

n-szer

. - . s 4 1) |
Megoldas: Felirjuk a fliggvényhez tartozé matrixot, Az(2 3} , és nem

marad hatra mint az, hogy kiszdmitsuk az A" hatvanyt. Ezt a
karakterisztikus egyenlet mddszerével tesszilk meg (lasd a IV. részt).

Mivel t=7,d =10 ezért a karakterisztikus egyenlet A>—~7A+101,=0, ,
tehat A" =x,-A+y, -1, ahol Xp — 7%, +10-%,, =0, és
Yo — 7Y, +10-y,, =0.tovabba x, =0,y, =1 valamint x, =1y, =0. A két
rekurzidos egyenletnek ugyanaz a karakterisztikus egyenlete,
r’ —7r+10=0 amelynek a két kiilénbdz8 valds gyoke van, r,=2,r, =5.
Tehdt x,=a-2"+f-5" és x,=0,x =1, valamint y,=5-2"+y-5" és
Yo =1y, =0. A kezdetértéki feltételek mellett, szdmolasokkal azonnal
1( 2"+2.5"  —2"45"

L. n_ . . [
adodik, hogy ~ A"=x,-A+y,-1,= 2™ 2.5" Mg

J. Ennek
3



alapjan tehat felirhaté a kérdéses fliggvényosszetétel eredménye:
2" +2-5")x-2"+5"

. Ezzel a feladatot megoldottuk.
(—2”*1 +2-5”)x+2”+1 +5"

Végezetil ratériink egy nagyon érdekes sorozattipusra, a homografikus
sorozat megoldasara.

X, =ax, +b
Nézziik csak: ha { nia = & Yy , akkor Yoz _ ¥ 0¥y és ha bevezetjik a
yn+l = CXn + dyn yn+1 CXn + dyn
z, A jelolést, akkor azt kapjuk, hogy 7z, = %n q vagyis egy
+

n n

z,., = f(z,) tipusu rekurziot kaptunk,

ax+b

cx+d
megmutatjuk, hogy egy ilyen sorozat dltaldnos tagja is kiszdmithatd
matrixok hatvanyozasaval.

ahol f(x)= ugynevezett homografikus fliggvény. A tovabbiakban

. 2%, +1 . ,
5. Alkalmazas: Ha x,,, =—" vneN és x,=aeR , hatdrozzuk meg a
2%, +3
sorozat altalanos tagjat!
. . . . a,X, +b
Megoldas: A Tétel értelmében x, =L, ahol a,,b,,c,.d, az
C,%, +d,

a, b 2 1Y
A”=(C” d”]z(z 3} hatvanyozdsbdl szarmaznak. A maétrix
n n

karakterisztikus ~ egyenlete ~ A*-5A+4l,=0, és numerikusan

r’-5r+4=0 ahonnan r, =1r,=4 ezért A"=B+4"C és a kezdetértéki

2 -1
feltételekb8l B+4C=AB+16C=A" , igy hat BZ%(Z 1} ’

1/1 1 , , 1 2+4" -1+4" i i
C== ezért hat A== , ©6s ezért
32 2 3(—2+2-4" 14+2.4"

(2+4M)x, +(4"-1)

X, = vneN"esetén.
2(4" —1)x, +(2-4" +1)




