Magasabb foku matrixegyenletek megoldasa
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Az el6z6 paragrafusokban azzal foglalkoztunk, hogy adott

a b o . . . o
A:L d} matrixok esetén, hatarozzuk meg az A" hatvanymatrixok,
minden neN" esetén. Ebben a paragrafusban éppen ennek a forditott

miveletével foglalkozunk, vagyis adott keN" esetén ismert az

a b
sz[c d} és ebbdl kell meghataroznunk az X matrixot. Ez jéval

nehezebb mint az el6z6 m(ivelet, mert a matrixok halmazan nem
értelmezett a gyokvonds muvelet, de még az inverz matrixal valé szorzas
sem vezet eredményre.

Az ilyen tipusu feladatok tulajdonképpen magasabb foku
matrixegyenletek (pontosabban binom egyenletek), és a tovabbiakban
ezek megolddsara két moddszert mutatunk be megjegyezve, hogy
esetenként akdr mind a két moddszer alkalmazhatd. A két mddszer a
kovetkez6:

1) ATr(X) és det(X) médszere 2) Az AX=XA kommutalasi
maddszere

A kovetkez6kben megoldott feladatok altal kitériink a két mddszer
részletes targyaldsara.

I.LA Tr(X) és det(X) modszere

X
Emlékeztetlink, hogy adott X:{ ﬂ matrix esetén
z

t=Tr(X)=x+y és ezt a matrix nyomanak is nevezzik, tovabba
d =det(X)=xt—yz és ezt a matrix determinansanak nevezziik.
A két operator lényegesebb tulajdonsagai a kovetkezbk:
(1) Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) és (2)
Tr(kA) =KTr(A)



(3) det(A- B) =det(A)-det(B) és (4)
det(A") = (det(A))"

Ezen fogalmak segitségével kiilonos fontossaggal bir a matrix
karakterisztikus egyenletek, a Cayley-Hamilton formula:

X?—t-X+d-1,=0, .

1. feladat: Hatarozzuk meg az 6sszes olyan X € M, (R) matrixokat,

1 12
amelyekre X% =
4 1

Megoldas: Az el6z6ekben emlitett (4)-es tulajdonsag szerint felirhato,
hogy detX?=(detX )2 =1+48=49 tehat d=detX =+7. Ezért, ha
t =TrX , akkor a karakterisztikus egyenlet alapjan felirhatd, hogy

, 1 12 7 0) (0 0 1 12) (7 0
X2-t-X+71,=0, < —t-X 4 = =X = +
-4 1 0 7) oo 4 1) (0 7

1 12 7 0 8 12
a) Ha tX = + = és ha vesszilk mind a két
4 1) 10 7) (-4 8

oldal nyomat, akkor (2)-es tulajdonsag alapjan kapjuk, hogy

2 3
t? =16 =t =+4 ezért az el6z6 6sszefiiggés alapjan X =J_r( 1 2} .

1 12 70 -6 12
b) Ha ellenben tX = - = és ha vesszik mind
-4 1) \0 7) (-4 -6

a két oldal nyomat, akkor (2)-es tulajdonsag alapjan kapjuk, hogy

t?=-12=1t¢RR ezért ebben az esetben nem kapunk valés megoldasokat.
2. feladat: Hatarozzuk meg az 6sszes olyan X € M, (R) matrixokat,

0 3
amelyekre X%+ X =
-2 0

Megoldas: vegyik észre, hogy az egyenlet igy alakithaté at:

, 0 3 , (1 12) o
4X*+4X +1,=4 ) O+I2<::>(2X+I2)= L 1| Minem mds, mint
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-1 2

1 O 1 -
ahonnan X :1 és X :E .
2(-1 1 210 -1

Megjegyzés: vegyik észre, hogy minden aX? +bX +cl, =A masodfokd

. (1 12 . . v_.[2 3
egy Y = 41 feladat, és ez éppen az el6bbi feladat, ezért Y =+

matrixegyenlet az el6bbi binomidlis formara hozhatd, hiszen a masodfoku
figgvénynek van kanndnikus alakja, miszerint

2 b, ) A b, Y 2
aX“+bX +cl, =A< a X+—I,| ——=A< | X+—I,| =B Y =B
2a 4a 2a

3. feladat: Hatarozzuk meg az 6sszes olyan X € M, (R) matrixokat,
2 6
amelyekre X" :(l 3} , ahol ne N" rogzitett.

Megoldas: a karakterisztikus egyenlet alapjan, mivel a (4)-es tulajdonsag
alapjan d=detX =0 ezért X?—t-X=0, = X*=t-X és ennek az
ismételt alkalmazasa nyomdn indukcioval azonnal adddik, hogy

1 3

és ha most mind a két oldal nyomat vessziik, akkor azt kapjuk, hogy t" =5

2 6
X" =t"X igy az eredeti egyenlet alapjan azt kapjuk, hogy t"*X :( ]

. Ha n péros, akkor két valéos megoldasunk van, t=+35 és ekkor

2 6 2 6
L [1 3}, ha pedig paratlan, akkor t=1/5 és ekkor X = L (1 3]
5n 5n

Megjegyzés: vegyiik észre, hogy az X" = A egyenlet megoldasa soran, mivel
det A=0 ezérta det X" =(det X)" =det A=0 alapjan det X =0 kdvetkezik, igy

X ==

a karakterisztikus egyenlet alapjan X2 —t-X =0, < X?=t-X aminek az
ismételt alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy X" =t"'X vagyis t"'X =A
ahonnan azonnal adédik az X matrix.
Nézziink egy hasonld, de komplexebb feladatot.
4. feladat: Hatarozzuk meg az dsszes olyan X € M, (R) matrixokat,

6 4
amelyekre X" = ahol ne N rogzitett.
15 10



6 4
Megoldas: mivel jelen esetben is detA:det[15 1OJ:O ezért az

a b
elébbiekben leirtak szerint X" =t"X és ha konkrétan X :( d]
c

a b
akkor X" =(a+b)”1EC dJ ezért az eredeti egyenlettel egybevetve

azt kapjuk, hogy
(a+d)"ta=6,(a+d)"b=4,(a+d)"'c=15(a+d)"d =10 és az elsd
és az utolsé egyenletek 0sszegezésébdl azt kapjuk, hogy

n-1
(a+d)"=16=a+d=16" amit visszairva az egyenletekbe azt
kapjuk, hogy a= GH b= ;,c= 1; ,d= 1&, és ezek alapjan
16 16 16" 16 "
6 4
X =t .
nl(15 10)
16"

5. feladat: Hatdrozzuk meg az dsszes olyan X € M,(R) matrixokat,

16 0
amelyekre X* = .
0 16

2) Megoldas: ElGszor is vegyuk észre, hogy

16 0
(detX)4:det[O 1(J:>d:detx =+4. Tovabba legyen X?2=Y

igy mivel det X =+4 és (det X)? =detY ezért detY =16 és Y =16,
. Ellenben a karatkerisztikus egyenlet alapjan, amennyiben t =TrY , ugy

Y2_t.Y +161,=0, <161, -t Y +161, =0, <t-Y =321, < Y =3t—2|2

2
ellenben  Y?=161,  ezért (3;—2) =16<t=48. Tehat

Y =441, < X% =41, . Ellenben X2=-41, = (detX)* =—4detl,
ami nem lehetséges, mivel a baloldal nem negativ, mig a jobboldal
negativ. Tehat X% =4l, igy megint



4 0
(detx)zzdet[0 4J:>d=detxzi4és ha t=TrX akkor a

karakterisztikus egyenlet alapjan
X2—t-X+4I2:Oz<:>4lz—t-Xi4I2:02©X:%Iz tehat

2
8 . . . s .
(?j =4 < t=14 tehdt X =+21, és ez valdban taldl is az eredeti

egyenletbe.
II.) Az AX = XA kommutalasi médszere

Ez a mddszer egy kiilondsen egyszerli megallapitason alakpszik:
mivel rogzitett neN* esetén megoldandd egy X" =A alaku egyenlet,
ezért ezt szorozzuk meg balrdl is majd jobbrdlisaz X ismeretlen matrixal.
Ekkor azt kapjuk, hogy X" =XA illetve X" =AXés innen arra
kovetkeztetlink, hogy az ismeretlen X matrix kommutdl az A matrixal,
vagyis AX = XA. A tovdbbi megolddsok soran ezt fogjuk Iényegesen

a b
kihaszndlni, ugyanis ha feltételezzik, hogy X :(C dj akkor felirva az

AX = XA kommutativitast, innen az X matrix egy sajatosabb alakot 6lt,
és ha igy kiszdmitjuk az X" hatvanyt, akkor az X" =A egyenletbdl
meghatdrozhatjuk az a,b,c,d szadmokat, igy meghatarozhaté az X
ismeretlen matrix.

6. feladat: Hatarozzuk meg az 6sszes olyan X € M, (R) matrixokat,

1 12
amelyekre X% =
4 1

Ez a feladat megegyezik az 1. feladattal, de azért oldjuk meg ezzel a mddszerrel
is, hogy tudjuk 6sszehasonlitani ugyanazon feladat megoldasan keresztiil a két
madszer hatékonysagat.

; 1 12)(a b a by 1 12
Megoldas: az AX = XA & =
-4 1 ){lc d c d/\-4 1

egyenlGségbdl azt kapjuk, hogy
a+l12c=a-4b,b+12d =12a+b,-4a+c=c-4d,-4b+d =12c+d amit
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konnylszerrel megoldva azt kapjuk, hogy a=d,b=-3c vagyis

a -3c
X:[c a],a,CeR. Innen azonnal adaédik, hogy

2 2

a“—3c —6ac 1 12

X?= = és az a’-3c’=1,2ac=—4 egyenlet
2ac a®-3c? -4 1

rendszert helyettesitéssel megoldva azt kapjuk, hogy a=+2,c=7F1 ezért

2 3
a két megoldas X =+ .
-1 2

7. feladat: Hatarozzuk meg az Osszes olyan X e M,(R) matrixokat,

0 -1
amelyekre X' =
1 0

Megoldas: Az X- X'90= X101= X100. X kommutativitdsi tulajdonsagot
alkalmazzuk.

a b b
Legyen X= , igy X101= X. x00=
c d d —c

a
} illetve X01= x100. X=

-c —d
{ b} és az el6z6 oOsszefliggés alapjan, a megfelel§ helyen levd
a

a b
elemek egyenlék, igy d= a és c= -b adddik, ezért X= { b }, igy a
a

megoldandd egyenletben a két oldal determinansat véve kapjuk, hogy
d%= (detX)% =det(X'%)= 1, ahonnan d= *+ 1, ellenben a, b R miatt

a’+b%=1. Legyen

. . b N "
a= cos X és b=sin x, ahol x= arctg — . Induktiv mdédon kénnyen
a

COoS X sinxloo_ cos100x sin100x | .,
_sinx cosx|  |—sin100x cos100x | &’

) ) cos100x  sin100x 0 -1
a megoldandé egyenletiink . = , ahonnan
—sin100x co0s100x 1 0

igazolhatd, hogy X190 = {
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cos 100x= 0 és sin 100x= 1, ezért 100x= %+ 2-kz , ahonnan

CoOSX SinX
X = M és ke Z, és a megoldas , X= . , valamint
200 —SINX COS X
a b
x= arctg 9= (Gk+Dz = b=a: th szerint X= alakba
a 200 -b a

is visszairhatunk.

8. feladat: Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan X e M,(R) matrixokat,

a b
amelyekre X% :{ ] ahol aeR,beR* adott szamok.

b a
{ a b}, X :{X y} akkor az
b a z t

a bix vy X yila b .
AX = XA = egyenlet alapjan azonnal
-b allz t z tj|l-b a

Megoldas: Ha A

adddik, hogy x=t,z=-y ezért X:{ Xy ﬂ és most irjuk fel polar

i . , cost sint
koordinatakkal az x=rcost,y=rsint ezért X=r|
—sint  cost

€0s2021t  sin2021t
indukcidval mar igazoltuk, hogy X %% = rzoz{ } tehat

—sin2021t cos2021t

r?%cos2021t =a,r***sin2021t=b  ahonnan tgt= b =t =arctan b +kr
a a

e b? a’ . )
tovabba  sin®'t=—— cos*'t= ezért r*™=a’>+b®> gy
r

- r4041
r="4a?+b’.

9. feladat: Legyen te(0,7) rogzitett valds szam. Hatdrozzuk meg az

0sszes olyan X e M, (R) matrixokat, amelyekre

X"~ cost —sint
| sint  cost |’



. cost —sint|fa b a b)) cost —sint
Megoldds: az AX=XA<| . = )
sint cost |[{c d c d)|sint cost

a —c
egyenl6ségbhdl azt kapjuk, hogy a=d,b=-c tehat X:L a}

cost -—sint
Ugyanakkor  det X" :de{ }:(detX)” =1=det X =+1,

sint  cost

vagyis a®+c® =1 ezért létezik

) , cosx -—sinx| , . ., ..
a=cosx,c=sinx igy X = ¢s indukcioval mar igazoltuk,

sinx  CcosX

.| cosnx  —sinnx , cosnx —sinnx| |cost —sint
hogy X"=| | , tehat ) |
sinnx  cosnx sinnx  cosnx sint  cost
ahonnan azt kapjuk, hogy nx =t + 2k~ tehat a megoldasok amelyek szama
" B CosX, —sSinx - t+2k
n, a kovetkezok: Xk:{ ok k},k:O,n—l,xk: T
sinx,  COSX, n

10. feladat: Hatarozzuk meg az 6sszes olyan X € M, (R) matrixokat,

2 2008
0 2

Megoldas: ezittal is felirhatd, hogy X (X% + X)=(X?*" + X)X vagyis

2 2008)(a b a b)(2 2008 )
AX:XA<:>[ j[ J:( j( j ahonnan azt kapjuk,

amelyekre X7 4+ X =(

0o 2 c d c d)\0 2
. a by , . R .
hogy c=0,d=a ezért X:(O bj és indukcidval igazolhatd, hogy

.o (@ na"o (@™ na®p) (a b) (2 2008
X" = tehat + = ahonnan
0 a" 0 %007 0 a 0 2

a*®" +a=2,2007a”*b+b =2008. Tekintsiik az
f:R>R f(X)=x +x-2 . Kénnyen lathatd, hogy a fiiggvény
monoton novekvd, ezért injektiv, tehat ha f (1) =0 akkor a=1 az egyetlen

11
megoldas, és azonnal adddik, hogy b=1, ezért X :(0 J .



11. feladat: Hatarozzuk meg az 6sszes olyan X € M,(IR) matrixokat,

3 -1
amelyekre X" = .
0 O

3 -1 3 -1
Megoldas: Legyen X = x akkor az xya_[x
z t 0 0 )lz t z t)\0 O

egyenl6ségbd8l  azonnal addédik, hogy z=0,t=x+3y tehat

X
= y . Ha most az X" kiszdmolasara nem segit az indukcié
0 x+3y

(mert nem kapunk nyilvanvalé 6sszefliggéseket), akkor egy masik, mar
tanult mddszerhez folyamodhatunk, a felbontds médszeréhez, miszerint

X y o 1), . . .
= =xl, +yA, ahol A= . Es mivel xl,yA=yAxl, ezért
0 x+3y 0 3

n
a Newton binomialis képlete alapjan X" =(xl, + yA)" =D CKx"*y*A" és
k=0

mivel A =3TA ezért azt kapjuk, hogy
X”:x“I2+%Z Cx"*@By) A=x"I, += [(x+3y) - X ]A . Tehat
k=1

X" %[(x+3y)” —x”]

0 (x+3y)"

X" = igy most az eredeti egyenlet alapjan azt

n
kapjuk, hogy x" =3,x+3y=0,—%xn =-1 vagyis x:i%,yzig.

12. feladat: Hatarozzuk meg az 6sszes olyan X € M, (R) matrixokat,

1 k
amelyekre X %% = ahol k e R rogzitett.
0 k+1

1 kK b a b)1 Kk
Megoldas: az AX =XA< =
0 k+1)ic d c d/{0 k+1

kommutativitds alapjan azt kapjuk, hogy c=0,a+b=d ezért

QD

a b
= és indukcioval konnyen igazolhato, hogy
0 a+b



. (a" (a+b)"-1 , a® (a+b)®® -1 [1 k ]
X" = ezert az =
0 (a+b)" 0 (a+b)*% 0 k+1

egyenletbdl az kévetkezik, hogy a=1k =(b+1)*? -1=b=+>%Fk +1+1.
Befejezésiil hadd emlitsiik meg, hogy az els6é mddszer f6leg akkor
alkalmazhaté, amikor az X"=A -egyenletben n 6{2,3,4} vagy az

aX? +bX +cl, = A egyenlet esetén, de mas n esetén, csak akkor, ha det A=0
A mésodik mddszer alkalmazhaté akdrmilyen n esetén, csak ne legyen A=KkI,
mert ekkor a kommutativita nem vezet eredményre.

A bemutatottak jobb elmélyitése végett, az érdekl6d6 Olvasdnak
javasoljuk a kovetkez6 feladatok megoldasat:

. (-1 -2 . (01 , (1 2 . (4 6
1) X*= ,2) X"= 3) X*= 4) X"=

1 2 00 3 4 8 12
1 -3 01 2 -1 -3 -1

5) X%= 6) X°= 7) X°= 8) Xb-=
3 7a 10 4 -2 6 2
2 3 0 -1 12 1 2021

9) X*7 = 10) X %% = 11) X" = 12) X" =
4 6 10 01 1 2022

5 34 162 N 2 1 -1
13) X°+ X = 14) X"+ X" % = .
1 34 -1 1
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