A figurélis szamokrol (1V.)
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

A tovabbiakban kiilonféle szamkombinaciok és 6sszefliggések reprezentalasarol, és
bizonyos 6sszegek kiszamolasarol irunk.

Sajéatos 0sszefliggések
Az elézéekben lattuk, hogy az n-edik k-szogszam képlete S, (k) =%[(k -2)n* —(k—4)n],
minden k>3 ésn>1 esetén.
1. feladat: Igazoljuk, hogy S,(3) +S,(3) =S,(4).
Ez a tulajdonsag azt fejezi ki, hogy két egymas utani haromszogszam 0sszege éppen

négyzetszam, pontosabban az n-edik és az (n-1)-ik hdromszdgszam 6sszege éppen az n-edik
négyzetszammal egyenlé. Az 0kori GOrogok ezt az n=4 értékre igy bizonyitottak:
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Az osszefiiggés helyessége természetesen ellendrizhets az S, (K) képlet segitségével.

2. feladat: Igazoljuk, hogy S,,.:(4) =8x S, (3) +1
(Diophantosz, vagy Plutarch formula). Ez a tulajdonsag azt fejezi ki, hogy az n-edik
haromszdgszam 8-szorosa meg 1, éppen a (2n+1)-ik négyzetszdmot adja. Az n=2 esetet az
Okori Gorogok igy abrazoltak:
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Az osszefiiggés helyessége természetesen ellendrizhets az S, (K) képlet segitségével.

3. feladat: Igazoljuk, hogy S,(6)= S,,(3) (a hatszogszam tétele)

Ez a tulajdonsag azt fejezi ki, hogy minden hatszogszam egyben haromsz6gszam is,
pontosabban az n-edik hatszogszdm egyenl6 a (2n-1)-ik haromszdgszdmmal. A kdvetkezo &bra

az n=3 esetet szemlélteti:
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Az osszefiiggés helyessége természetesen ellendrizhets az S, (K) képlet segitségével.



4. feladat: lgazoljuk, hogy S, (8) = 6xS,_;(3) + n (a nyolcszdgszam tétele)
Ez atulajdonsag azt fejezi ki, hogy az (n-1)-ik haromszdgszam hatszorosanak €s az n-nek az
dsszege éppen az n-edik nyolcszogszamot adja. Az n= 4 esetet az 6kori Gorogok igy

reprezentaltak:
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Az osszefiiggés helyessége természetesen ellendrizhets az S, (K) képlet segitségével.

5. feladat: lgazoljuk, hogy S,(m)= S,(m-1)+S, ;(3) (Nicomachus formula)
Ez a tulajdonsag azt fejezi ki, hogy az n-edik m-sz6gszam felirhaté az n-edik (m-1)-szdgszam
és az (n-1)-ik haromszgszam Osszegekent. Ezt az 6kori Gorogok n=m=4 esetben igy

szemléltették:
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Az osszefiiggés helyessége természetesen ellendrizhets az S, (K) képlet segitségével.

6. feladat: lgazoljuk, hogy S,(m)= S,(3) + (m-3)x S, (3) (Bachet de Mézirac
formula). Ez az 6sszefuggés azt fejezi ki, hogy az n-edik m-szégszam felirhatd az n-edik
haromszdgszam és még (m-3)-szor az (n-1)-ik hdromszdgszam osszegeként. Az m=6 és n=3
esetet az 6kori GOrégok igy abrazoltak:

Az osszefiiggés helyessége természetesen ellendrizhets az S, (K) képlet segitségével.

A kdvetkezékben ratérlink néhany sajatos 6sszegnek a figurativ mddszerrel térténé
Kiszamolasara, esetenként tébb megoldast is mutatunk.

Sajéatos 0sszegek kiszamolasa

7. feladat: Igazoljuk, hogy 1+5+9+13+...+(4n-3) =n(2n-1) =S (6)



Az 6sszefliggés tulajdonképpen azt mutatja, hogy az n-edik hatszégszam miként irhaté fel
Osszegként. Az ne{1,2,3,4} esetek reprezentaldsa mar megadja a bizonyitéas otletét:
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8. feladat: Igazoljuk, hogy (1+2+3+...+n)* =2 +2°+...+n®

Az Osszefliggést gy is igazolhatnank, hogy kiszamitsuk a baloldali és a jobboldali 6sszegeket,
ellenben most egy roppant dtletes dsszefliggést hasznalunk, amely az egyenléséget szemlélteti
n= 3 esetén. Ebbol lehet kdvetkeztetni az altalanos bizonyitasra:
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9. feladat: Hatarozzuk meg a 100-adik haromszdgszamot, vagyis a H,,, =1+2+3+...+99+100
0sszeget!

1. Megoldas: Sokak szamara mar nem Gjdonsag az, ahogyan Karl F. Gauss (1777-1855) német mate-
matikus, minden idok egyik legnagyobb matematikusa, még elemi iskolai tanuld kordban amulatba
ejtette tanitojat, mert fejben kiszamolta olyan dsszegek eredményét, amelyek nem azonnaliak. Egy ilyen
példa éppen az
1+2+3+...+499+100 =5050
Osszeg eredménye, amely tulajdonképpen a Higo-at jelenti.
Gauss gondolatmenetének a lényege a kdvetkezé volt: ha az 6sszeg kétszeresét vesszik,
akkor rendre a kdvetkezo egyenletek irhatok fel:
2:(1+2+3+...+99+100) = (1 +2+3+...499+100) + (L00+99 +...+3+2+1) =
=(1+100)+(2+99) +...+(99+2) + (100 +1) =100-101.

Tehat 142+3+..+99+100=100-101

— 5050. 1)

Ennek mintajara igazolhatd, hogy barmely n pozitiv egész szdm esetén
n(n+1) . 2)

1+2+..+n=

Ezaltal megkaptuk az n-edik haromszogszam képletét: H, _n(n+1)

A tovabbiakban bemutatjuk, hogy a haromszdgszamok segitségével a H, meghatarozasa
még szemléletesebb.

2. Megoldas: Illessziink egymassal szembe két, azonos tipust haromszégszamot, ahogyan a kévetkezd
abrak mutatjék. 1gy egy-egy téglalapszamot kapunk:
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1+2=£ 1+2+3=£ 1+2+3+4=£
2 2 2
Hasonlo modszerrel azonnal belathatd mind az (1), mind a (2) relaci6 is. Eszrevehet,
hogy a 2. modszerben a figurélis szamokkal ugyanazt tettiik, mint az 1. modszerben, ugyanis
mindkét esetben ,,szembehelyeztliik” egymassal a szamokat.

10. feladat: Szdmitsuk kia 2+4+6+8+...+98+100 dsszeget!

Megoldas: Nyilvanvalé, hogy kiemelve minden tagbol a 2-t, a feladatot maris visszavezettik az
elébbiekre. gy szemléletesebben is bizonyithatunk.
A tagabb értelemben vett gnémonszamokbdl rakjuk ki rendre a kdvetkezo téglalapszdmokat:
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2+4=2x3 2+4+6=3x4 2+4+6+8=4x5
A szemléltetett elrendezés alapjan kénnyen belathatd, hogy
2+4+6+..+98+100=49x50
valamint az is, hogy &ltaladban minden neN" esetén
24+4446+...+(2n-2)+2n=n(n+1).

11. feladat: Szamitsuk ki az 1+3+5+...+97 +99 Osszeget!

1. Megoldas: Ezuttal is egy szemléletes megoldast mutatunk be.
A gnomonszamokbdl rakjuk ki rendre a kdvetkez6 négyzetszdmokat:
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A fenti elrendezések alapjan kénnyen belathatd, hogy 1+3+5+...+97 +99 =50-50 =50,
valamint az is, hogy altalaban minden ne N" esetén 1+3+5+...+(2n-3)+(2n-1)=n’.
2. Megoldas: Hasonld szemléletes bizonyitas olvashato le a kovetkezé abrardl is.
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Ennek alapjan igazolhato, hogy 1+3+...+(2n-1) =%(2n)2 =n?.

Megjegyzés: Megfigyelhetd, hogy az elébbiekben olyan dsszegeket szamoltunk ki, amelyben
az egymas utani tagok kilénbsége allandé (példaul 2-1=3-2=4-3=...=1, sth).
Ezért az 9. feladat 1. megoldasa soran alkalmazott modszerrel kénnyen bizonyithatd, hogy

(a+r)+(a+2r)+...+(a+nr)=n~a+@r )
ahol r=0 és neN". Igy eljutunk az Gn. szamtani haladvany (sorozat) elsé n tagjanak az
Osszegképletéhez, amit mar Babiloniaban Kr. e. a VI-Ill. szdzadban, a hinduk az V-XII.

szdzadban, a kinaiak pedig a VI-1X. szdzadban ismertek.
12. feladat: Szamitsuk ki az 1° + 2* +...+100° dsszeget!

1. Megoldas: Erdemes megjegyezni, hogy a négyzetszamok dsszegezési eljarasat a babiloniai matema-
tikusok mér i. e. 600 és i. sz. 300 kozott ismerték. Kinaban 1050-ben Cson Huo (1011-1075) hatarozta
meg el6szor az elsé n négyzetszam Osszegét. Az Osszegezési eljaras Sen Ko (XI. sz.), Jang Huj
(X11l. sz.) és Csu-Si-Kie (XIV.sz.) miiveiben is megtalalhaté (lasd az alabbi eljarést). Az indiai
matematikusok az V. és XII. szzad koz6tt szintén ismerték az 6sszegezés modjat.



Jang Huj és Csu-Si-Kie a mellékelt abran lathaté téglalaprél olvasta le SR I B
az 0sszeget, miutan megfigyeltek, hogy: °o000fslooo00
1?=1; 22=1+3; 3*=1+3+5; 4°=1+3+5+7; ...;100> =1+3+5+...+199 cooooleflocooo
sszegezéssel felirtak, hogy: 12+ 2% +...+100% =100-1+99-3+98-5+..+1-109 (*)  [S ool sl oo

Az dbraaz 17 + 2> +3° + 4 +5° 0sszeg hdromszorosat szemlélteti: a sotét b bk )
pontok ennek az 6sszegnek a (*) alaku atrendezését, mig a karikék a négyzet- [coo[s e sesc00
szamok kétszeres Gsszegét. 4 1 i [ 3

Al-Kashi szamarkandi perzsa matematikus (a XV. sz. elején) calsicsttile g
A szamitasok kulcsa cimii kdnyvében n = 100-ra a kdvetkezd bizonyitasi S R

eljarast hasznalja:
)
3(1% + 2% +...+100%) =2(100° +99° +...+ 2° +1*) + (100-1+99-3+ 98 -5 +...+1-99) =

=(2-100% +100-1) + (2992 +99-3) +...+(2-22 +2-98) +(2-1° +1-99) =

=100-201+99-201+...+2-201+1-201=201(1+2+...+100) = 201100;()1.

Tehat 12 + 2% +...+100% = 201% , s ennek alapjan, teljesen hasonldan bizonyithatd, hogy:

PP+2°+..+n*=(2n +1)M .

2. Megoldas: Készitsuk el a bal oldali abrén lathat6é darabokat. (Az n =5 eset szemléltetését,
azaz csak az 1* + 22 +3% + 4% + 5% 0sszeg képletének a szemléltetését mutatjuk be.) Amennyiben
ezeket a darabokat 0sszerakjuk, a kozépso abran lathato testet kapjuk. Ha 6 ilyen testet
dsszerakunk, a jobb oldali dbran lathatd 5-6-11 térfogategysegnyi testet kapjuk:
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3. Megoldas: Az alabbiakban az 12 + 2% + 3% + 4* 6sszeg
szemléletes kiszamolasat latjuk:




Ez a modszer a kinai Csebgcsu Tongbian Szuanbao (13. szazad) matematikustol
szarmazik, és tulajdonképpen azt szemlélteti, hogy

312 +2°+..+n%) =n(n +1)(n+%)

Az elébbiekkel rokon dtlet alapjan kiszdmithatjuk az elsé n haromszogszam 0sszegét is.
100-101

13. feladat: Szadmitsuk ki a t,,,=H, +H, +..+ H,y; =1+3+6+...+

*Io|0 O O O
0sszeget! ile=s 55
Megoldas: Végezziik el a kovetkezo atalakitast, és figyeljik meg a mellékelt abrat: olo o510 o
100-101
1=1; 3=1+2; 6=1+2+3; 10=1+2+3+4;... =1+2+3+..+100 elc o o olo
dsszegezéssel felirhatd, hogy: t,,, =100-1+99-2+98-3+...+2-99+1-100 (**) M B CE
Az abran a sotét ponttal jeldlt rész jelenti n = 4-re a ts-et a (**) atrendezés |* *|° ©L°.°
szerint. A karikaval jeldlt rész t-nek a kétszeresét jeloli, két azonos tipusd |* *|° © °|°
haromszdgszamot téglalapszamma illesztve dssze. A (**) alapjan az el6z6 dbraa |® ® *|© |i .
kdvetkezo bizonyitast sugallja: @ e ®)0 OO
. . . . ¢ & @& 2|00
3-t100=(100~1+99~2+98~2+...+2~99+1'100)+2'[M+99—2100+...+¥+%j= I
=100-(1+101)+99~(2+100)+...+2-(99+3)+1-(100+2)=102-(1+2+3+...+100)=w
Tehét t,, _100-108-102 " 1asonl6an bizonyithatd, hogy minden n pozitiv egész szam eseten:
1+3+6+10+...+ n(n2+1) - n(n+1()5(n+2)  vagyis az n-edik tetraéderszam képlete: ¢ - 1(0+D(0+2).
14. feladat: Szémitsuk ki az 1°+2°+..+99° +100° 2z 2.3 ki
osszeget! i/
Megoldas: Jol megfigyelve a szemléltetett sajatos esetet, ez a L R
kovetkezoket sugallja: - 23@ @ @
— +
n3=(n—1)n2+n2=2~Tn+n2= N ?
2 2
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Tehat n® =[”(”2+ DJ —[”(”2_1)] . Ez alapjan, ugyancsak az abrét kévetve igazolhato, hogy,

w2252
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100-101
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Tehat 1° +2° +...+99° +100° =[ j =(1+2+3+..+99+100)°.
A (*) alapjan hasonl6an bizonyithatd, hogy minden neN" esetén

2
P+2+..+n° =[@} =(@1+2+...+n)




Befejezésul megjegyezziik, hogy az elébbiekben bemutatott reprezentaciok alapjan az
érdekl6d6 Olvasé még sok mas, hasonld 6sszefliggés bizonyitasat megkisérelheti.
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