A figurélis szamokrol (1.)
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

A figurélis szdmok felfedezését a pitagoreusoknak tulajdonitjak, mert 6k a szamokat
kavicsokkal, magokkal szemléltették. Sok esetben igy jelképezték tételeik igazat.
Megprobaltak kilonb6zé szamu kavicsbol szabalyos alakzatokat kirakni. Azokat a szamokat
amelyekbdl siker(lt egy adott alakzat kirakésa, figurdlis szamoknak neveztek.

Példaul a négyzet: 1, 4, 16, 25,...; a hdromszdg 1, 3, 6, 10, 15, ... darab kavicshdl
rakhatd ki. Tehat az egyes figurdlis szdmokat az illet6 alakzatokrdl nevezték el. Néhany
fontosabb figurdlis sz&m példaul a kovetkez6: Vonal-szamok (minden természetes szam),
Gnoémon-napdra (a paratlan szamok), Téglalap-szamok (minden 0Osszetett szam),
Négyzetszamok, Haromszogszamok (a szamok dsszege 1-t3l), Kébszamok, Otszgszam, stb.

napoéra téglalap haromszog

Pitagorasz egy titkos szektat alapitott a dél-italiai Krotonban (kb. Kr. e. 585- 400),
filozofigja és a matematika mivelésére, akiket pitagoreusoknak hivtak. Az elért matematikai
eredményekrsl nem allapithatd meg melyik az ¢ es melyik kdvetéi felfedezése, ezért szoktak
osszefoglaléan a pitagoreusok matematikajardl beszélni, kivéve a Pitagorasz-tételt. Ezt
Pitagorasz bizonyitotta be el6szor, valdszinileg teruletatalakitdssal. A pitagoreusok
filozofigjukbol kovetkezéen behatdan foglalkoztak a szamokkal — amin mindig termeészetes
szam ertendé6 —, igy a szamelmélet megalapozdi lettek. Az egyes szdmoknak kiilénleges
jelentést tulajdonitottak. Az egy nem igazi szam, hanem az egyseg, amelyb6l a tébbi szam
szarmazik. Az egy a lényeg szdma es ferfi szam. A ketté az elsé n6éi szam, az ellentét (a
massdg) szama. A harom a harmonia jelképe, mert az egység és kulonbozéseg 6sszege,
valamint az els6 igazi férfi szam. A négy az igazsdg szdma, mert a killonbdzség 6nmagaval
valo szorzata. Az 6t a hazassag jelképe, mert az els6 néi és férfi szam Osszege. A hat a
teremtés szdma, mert Isten ennyi nap alatt teremtette meg a vilagot. Mint latjuk, a paratlan
szdmok naluk is férfi, a paros szamok pedig néi szamok.



A figurdlis szdmsorozatok 0Osszehasonlitdsaval tobb fontos szdmelméleti tdrvényt
jellemzéi ugyanolyan egyediek, mint az oszthat6saggal kapcsolatos vonzatok.
) A legszentebb, a legtobb jelentést hordoz6 sz&m a pitagoreusok szdmara a tiz volt.
Osszege volt a vilag gyokereinek tekintett 1, 2, 3, 4 szamoknak, igy a vilag teljességét
jelképezte. Haromszdgalakban vald felirasa egyik titkos jelképik volt: a szent tetraktisz.
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A maégikus négyességben is megjelenik a harom legfontosabb konszonancia: az oktav
(2:1), a kvint (3:2) és a kvart (4:3).

Tiz bolyg6t, valamint tiz ellentétpart tételeztek fel, Ggymint: paros - paratlan,
hatarolt - hatartalan, jo- rossz, jobb- bal, egyenes- gorbe, négyzet- téglalap, fény- sttétség,
nyugalom- mozgas, egy- sok, férfi- n6. A tiz az 0sszege a lehetséges geometriai
dimenzioknak, valamint az elsé olyan szdm, amelynél kisebbek kdzt ugyanannyi prim van,
mint 0sszetett.

Az elmondottakbdl az is kidertil, hogy a pitagoreusok ismerték a primszam és 6sszetett
szam, a paros és paratlan szadm fogalmat, valamint tobb szamelméleti Osszefliggést.
Modszeriik a szamoknak kilonbozé formédban vald kirakdsa volt kavicsokkal, ami a
szamolotabla hasznélataval volt 6sszefiiggésben. Igy jutottak el példaul a figuralis
szamokhoz. Mddszerlik tovabbfejlesztett valtozata ma is fontos eszkdze lehetne a
szamelmélet elemei tanitasanak. A péaros és paratlan szamok fogalméhoz ugy jutottak, hogy
fehér és fekete kavicsokkal felvaltva raktdk ki ket sorban a férfi és né szamokat. Azokat,
amelyek kirakhatok voltak egy-egy ugyanannyi kavicsot (pontot) tartalmaz6é sorba
felezhet6knek (parosoknak) nevezték. A tobbit nem felezhetének (pératlannak) nevezték el,
mert naluk az egyik sorban az egyik fajta szambol tébb volt.

E modszer folytatasaként adddnak a vonalszamok, illetve sikszamok. Az el6zéek nem
bonthatdk tényezéikre, ezért csak egy sorban rakhatok ki (primszamok). A sikszdmok két
(valodi) tényezére bonthatdk, ezért téglalap alakban rakhatok ki.
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Minden nem torzsszdm téglalapszam, illetve torzsszamot nem lehet téglalap
elrendezésben kirakni. Figyelemreméltd, hogy a téglalapszamok koézll is Kitlintették az

(n+1)xn=n?+n vagyis 2x1, 3x2, 4x3,... alaklakat, amelyeknél a két oldal kozott
egységnyi a kulénbség.



A téglalap szamok koziil azokat, amelyek két egyenlé tényezo szorzatéra is bonthatok,
négyzetszdmoknak nevezték, mert. csak ezek rakhatok ki négyzet alakban. Hasonléan adodott
a kdbszam elnevezés is a harom egyenl6 tényezére bonthatd szamokra, amelyek kocka
alakban rakhatdk ki.

A mas alakzatban kirakott szamok, azaz a haromszogszamok, négyszogszamok,
Otszbgszamok, gnoémon szamok tanulmanyozadsa érdekes szamelméleti 6sszefliggések
megsejtéset teszi lehetove.

Figuralis modszerrel kerestek pitagoraszi szamharmasokat is. Irjuk egymas ala a
négyzetszamokat és a paratlan szdmokat:
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Az alsé sor minden négyzetszdma a folotte levé kettével egyiitt pitagoraszi szamharmast
alkot.

Az aladbbiakban nézziink néhany figuralis szamot, és a bel6lik megsejtheto
Osszefliggéseket:
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A pitagoreusok vezették be a tokéletes szamok és a baratsagos szdmok fogalmat is.
Tokeletes az a sz&m, ami el6all részeinek, azaz osztdinak 0sszegeként, a szdmot nem
beleértve. A figurdlis mddszerben a résznek szemléletes jelentése van, amibe a szdm
nyilvanvaléan nem tartozik bele. A legkisebb ilyen szdm a 6 (=1 + 2 + 3), igy a tokéletes
elnevezést azzal indokoltak, hogy Isten hat nap alatt teremtette meg a vilagot. Olvashatd,
hogy a sumerokndl, a hat napos teremtés mitosza nemcsak a Biblidban van meg. Egy kés6bbi
matematikus szerint a mai foldi élet tokéletlensége abbdl adddik, hogy Noé barkajabol nyolc
ember kezdte Gjra Kiépiteni, és a nyolc nem tokéletes, hanem hianyos szam (1 + 2 + 4 < 8).

Visszatérve a figuralis szamokhoz megjegyezzilk, hogy szamos szimmetrikus sikbeli
elrendezések Gjabb és Gjabb figuralis szamtipusokat alakitott ki, ilyenek példaul a kovetkezok:
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Mas példa, a természetes szamoknak a csoportositasa adott szdmmal valé osztasi
maradékai szerint, példaul a 3n, 3n+1 és a 3n+2 alak( szamok reprezentacidi a kvetkezok:
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A négyzetszdmok figurativ reprezentaldsa, és a bel6lik levezetheté kulénféle
Osszefliggések szemléltetését lathatjuk az alabbiakban:
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A négyzetszamok érdekes mddon atrendezheték rombusz- illetve haromszég szamok
forméjaba is:
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A négyzetszamokbdl kiindulva alakultak ki a gyémant-szamok amelyek az
n®+(n+1)* = 2n(n+1) +1 Gsszefiiggést szemléltetik:
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Az elébbiekhez kapcsolodnak a Gordg- keresztszdmok amelyek 5 darabab

gyémantszam meg 4n 0sszegbél allnak eld, vagyis 10n®+14n+5 0sszefiiggéssel adott
szamok. Néhany ilyen szdm a kdvetkezé abran lathato:
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Tovabbi figuralis szamok a haromszog szamokbdl erednek. Espedig a hatszdgszam
6 haromszogszam + 1 Gsszegbdl adodik, és a képlete 3n*+3n+1=(n+1)°-n°. Teljesen
hasonléan bevezethetok a csillag hatszogszdmok is, mint 12 haromsz6gszdm + 1 §sszege.
Ebbsl adodik a képlete is, ami 6n* +6n+1. A kovetkezd abran mindkét szamtipus lathato:
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A hatvanyszamokhoz kapcsolddik a Sierpinski-féle haromszdg, amelynek a fraktalok
elméletben van kilonds szerepe:
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Az abrakon a sotét haromszogeket szamolva belathatd, hogy ezek tulajdonképpen a harom
hatvanyainak a reprezentalasuk.

Mielott ratérnénk a kilonféle figurdlis szamok rendszerezett és atfogd bemutatasara,
valamint alkalmazaséra, foltétlen meg kell jegyezniink, hogy ezeket féleg a kovetkez6
kategoriak szerint osztalyozanddk: poligonalis, poliéder és politop szdmok. Ezen fogalmak
tartalma a kovetkezé: az elemi geometridban a politop lapos oldalakkal rendelkezé mértani
objektum, ami barmilyen dimenzidészam esetén létezhet. A sokszég (poligon) a két dimenzios
politdp neve, a poliéder a harom dimenzidsé és igy tovabb. Léteznek az elvnek tovabbi
altalanositasai, mint a hatartalan politopok (apeirotopok és csempézések) vagy az absztrakt
politdpok. Az n-dimenzids altalanositasokat n-politdp-nak szokas nevezni. Példaul a sokszdg
a 2-politop, a poliéder a 3-politdp. Ezek keretén belul léteznek tehat a sikbeli és a térbeli
szabalyos alakzatok csucsaiba elrendezett pottyok alapjan kapott figurativ szamok. Ezeknek
egy — egy osztalyat képezik a kozéppontos sokszdgszamok is.




