A figurélis szamokrol (11.)
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

A figurélis szamok jel6lése nem egyseges, ugyanis minden nyelven més-mas féle
képpen jelolik, legtobb esetben a megnevezé sz6é els6 betiijével. A tovabbiakban mi is
sajatos jeldléseket hasznalunk.

1. A gnémon szamok

A gnomon egy L-alakd tajold6 miszer volt, ami naptarként, iranytiiként és draként is
szolgalt. A pitagoreusok a paratlan szamokat nevezték gnémonoknak. Az egymast kovetd
négyzetszamok kilénbségét (a paratlan szamok) ugyanis gnémon formaban abrazolhatjuk:
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Mivel a gndmonszamok a paratlan természetes szdmok, ezért a képlete G, =2n-1
minden pozitiv n természetes szamra, és a reprezentaciojuk igy néz ki:
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2. A keretszamok
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Eszrevehetd, hogy a keretszamok tulajdonképpen a 4-gyel oszthaté pozitiv egész
szamokat jelentik. Az n-edik keretszam képlete: k, =4n, minden n természetes szamra.

3. A téglalapszdmok
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Eszrevehetd, hogy a téglalap szamok képlete T =n(n+1) és mint latni fogjuk, éppen
a haromszdg szamoknak duplajaval egyenlék, de altalanosabban téglalap szamnak
nevezzilk az n(n+ k) tipust szamokat is, ahol k e N”.

4. A trapézszamok
Ertelmezés szerint egy, vagy tébb egymas utani természetes szam 06sszege. Vagyis
egyenl6 szaru trapéz formajaban elhelyezett kavicsok.
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A sziikebb értelemben vett trapézszamok (amikor csak két egymés utani szambol
allnak) képlete szintén a paratlan szdmok képlete, hiszen n+ (n+1)= 2n+1.
Azonban az altalanos képlete az

Tr (k) =k +(k+)+(K+2)+...+ (kK+(n-1)) =

w, ahol n és k tetszéleges

természetes szamok.
Eszrevehetd, hogy a trapézszamok felirhatok két haromszégszam kiilonbségeként,
vagyis 1+2+..+n)—(@Q+2+...+(k-)=k+(k+1) +...+(k+n-1) .

A tovébbiakban térjlink at a szabalyos sokszdgek alapjan szarmaztatott figurativ
szamok ismertetésére.
5. A sokszdgszamok
A soksz6gszdmok kozil kilonds fontossaggal rendelkeznek a haromszdgszamok,
nézzlk tehat ezeket.
5. 1. A hdromszbégszamok
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Mivel 1+2+...4+n=

, ezért az n-edik haromszogszam képlete H, =

A sokszdgszamok kdzil vitathatatlanul a legfontosabbak és leghasznalatosabbak a
négyzetszamok, lassuk ezeket.
5. 2. A négyzetszdmok
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A ma is hasznalatos négyzetszam elnevezés még a pitagoreusoktdl szarmazik.
Ugyanakkor a matematikaban egy Ujabb mivelet jelent meg, a hatvanyozas.
Jelen esetben axa:=a?, és az a>-t négyzetszamnak vagy teljes négyzetnek nevezziik
(itt aeN"). Az n-edik négyzetszam képlete: N, =n*, neN".

5.3. Az 6tszdg és hatszdg szamok
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Megfigyelve ezeket probaljunk képletet szerkeszteni az n-edik k-sz6gszamra.

Ertelmezés szerint az elsé k-szogszam 1, a méasodik k, a harmadik pedig a masodik k-szog
hataran és belsejében megjellt pontok szdma. Az n-edik k-sz6gszdm az (n+1)-edik szabalyos
k-szog hatarén és belsejében megjel6lt pontok szdma. Ha az n-edik k-szégszamot s (k) -val
jeloljiik, akkor s (k)= (k—2)H. —(k—3)n, vagyis Sn(k)zé[(k—Z)nz—(k—4)n] ahol k,nel', n>3.

_n(n+D

Tehat az n-edik 3-szd6g szam képlete: Sn(3)=%(n2+n) , az n-edik 4-sz6gszamé

, az n-edik hatsz6gszamé

S (4)=12n2 =n?, az n-edik 6tsz0gszamé s (5)=1(3n2—n)= n(sn-1)
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pedig S, (6) = %(4n2 —2n) =n(2n-1) és igy tovabb.

A sokszogszdmoknak van ugynevezett generator fliggvényik, amelyekben az egytitthatok
éppen az illeté sokszégszamot jelentik. A ke{3, 4, 5, 6} esetben ime rendre a generator

. , ) X ] X(x+1)
fuggvények: f.(X) = ——— = x+3x* +6x> +10x"* +...; f,(X) = =X+4x% +9x% +16X" +...
gg y 3( ) (1_X)3 4( ) (1_ X)3 + +
f. (X) :X(LJF?: X+5x% +12x% +22x* +...; f,(X) = X(3X+? = X+6x> +15x% +28x" +...
(1-x) @1-x)

A k-sz6g szdmok tovabbi figurativ formai a kdvetkezok:
6. A kdzéppontos sokszdgszamok
Ahogy a nevilk is mutatja, a kdzéppontos sokszogszamok egymasba teleszkdpikusan
behelyezett hasonlé szabalyos sokszdgek, és még a kozéppont is. Ime néhany tipus:
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Jeldljik c,  -el a az n-edik kdzéppontos k-szogszamot ( a centered= kdzéppontos angol szd

alapjan). Akkor ennek a képlete: C,, =k~Hn71+1=k?n(n+l)+l ugyanis a kdzéppont koré az

(n-1)-edik hdromszdgszamnak k darab példanyéat helyezziik.
Ennek alapjan az abran lathatd kozéppontos 3, 4, 5, 6 oldali sokszogszdmok keplete:
c :3n(n—1) n(n-1)

+1, C,, =2n(n-1)+1, C,, =5 +1, C,, =3n(n-1)+1. Erdekes kapcsolatok a

kovetkezok: ¢, =2c C,,,+6,valaminta C, =3n*-3n+1=6H,,+1, tovabba ha K, jeloli az

n-edik kobszamot (lasd késobb), akkor mivel C, =3n*-3n+1=n°-(n-1°=K,-K,,, ezért

6,n-1

ZCM =n®=K, . (6sszefoglald példaul itt: [1], [2], [3], [4]).
k=1

A kozéppontos sokszogszamoknak is van generator fuggvényik, nézzik a
ke{3, 4,5, 6} eseteket:
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9,(X) :X+—X+31 =1+4x+10x* +19x° +...; 9,(X) =
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(x+1)?

) =1+5x+13x* +25x° +...;
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Ugyancsak a sokszogszamokkal kapcsolatosak a kdvetkezok is:
7. A csillagszamok
Ahogy a szabalyos konvex sokszdgekbdl csillagsokszogek szarmaztathatd, Ugy a
sokszdgszamokbdl is szarmaztathatok csillag sokszogszamok is. Azonban itt ugy is
értelmezhetiink csillagszamokat, hogy egy soksz6gszdm oldaléara kifele haromszégszamokat
illesztink. Két esetet kiilonboztethetlink meg aszerint, hogy a sokszdgszam kozéppontos-e
vagy sem.

Ha nem koOzéppontos, akkor a legkisebb ilyen sokszogszdm amelyre

haromszdgszamokat illesztve csillagot kapunk éppen a négyzetszam. lllessziink tehat az

N, négyzetszam oldalaira kifelé 4 darab H, haromszdgszamot. Majd illessziink tehat az
N, négyzetszam oldalaira kifelé 4 darab H, haromszogszamot, és igy tovabb. Ekkor az
alabbi 1, 8, 21 illetve 40 pottybsl allo figurélis szamokat kapjuk:

9. (X) = 1+ 7x+19x% +37x° +...
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Folytatva az eljarast, az n-edik ilyen figuralis szam képlete n® + 4 =n(3n-2).

A mésodik esetben, amikor a soksz6gszam kdzéppontos, nézzik a kdvetkezoket.

Példaul a  kozéppontos haromszogszamok oldalaira kifele szintén kongruens
haromszdgszamokat illesztiink , akkor amennyiben nem haromszégszamot kapunk,
csillagszamhoz jutunk:
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Kdnnyen belathatd, hogy ezeket a csillagszamokat Ugy is tekinthetjik, mintha a kozéppontos
hatszdgszam kulsejére illesztettiink volna haromszdgszamokat:

Eppen ebbsl kifolydlag a képletkeresés is sokkal kénnyebb, ugyanis egy ilyen S szam éppen
a kozéppontos hatszogszam, és a kiilsején 6 darab el6zé6 haromszdgszam. Képletesen:



n(n-1)

S,=Cg,+6H,,=3n"-3n+1+6 =6n°—6n+1. Erdekes osszefiiggés a csillagszam,

a haromszogszam és a kzéppontos sokszégszam kozott: Cg - S, = Hg

Csupan ezen két példa alapjan belathatd, hogy milyen nagy a csillagszamok
szerkesztési lehet6ségeinek a szdma, hiszen csupan a sokszdget (kdzéppontos sokszdget) kell
valtoztatnunk, ezért tehat megallunk itt.

A tovébbiakban ratériink a figuralis szamok térbeli reprezentacidira.

Elészor is vegyik a nem szabalyos poliéderek esetét:

8. A k-gula szamok

A 3-sz0g alapl guldk a tetraéderek, ezeket kihagyjuk, mert a szabalyos testek kdzott
targyaljuk. Kovetkezzenek tehat a k=4 oldalu alappal rendelkez6 gulaszamok.
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A k> 4 oldall alap esetén pedig az n-edik k-gulaszamot jeloljuk Gn(k)-val. Eszrevehetd, hogy

G, (k) =S,(k)+S,(k)+..+S, (k), ahova beirva a k-szégszdmoknal levé képleteket, megkapjuk az

n(n+1)

6

9. A poliéderszamok (Platoni szamok, v.6. [5])

A poliéderszamok a sikbeli szabalyos sokszdgek alapjan szerkesztett sokszdgszamoknak a

térbeli altalanositasai. Mig azonban a sikban tetszéleges oldalszamu sokszdg létezik, addig a

téren a szabalyos térbeli testek szama véges, éspedig a kdvetkezok:

Eszrevehetd, hogy az n-edik figuralis szam képlete: G, (4) =1>+2° +...+n

n-edik k-gtlaszdm képletét: G, (k)= [(k-=2)n—k+5]; k,neN" ésk > 3.
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Nyilvanvaléan, hogy ezekbél Kkiindulva definealjuk a térbeli poliéderszamokat. A
haromszogszamoknak a térbeli analdgjai a tetraéderszamok, kezdjuk ezekkel.
9. 1. A tetraéderszamok.
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Eszrevehetd, hogy t; = Hi, t; = Hi+Hy, t3 = Hi+Ho+Hs, és igy tovabb. Az n-edik tetraéderszam
o k(k+1) l[n(n +1)(2n+1) . n(n +l)} _n(n+1)(n+2)
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9.2. A kdbszamok

A kbdbszamok a négyzetszamoknak a térbeli megfeleldjik. A figurélis szamokbdl ered a
kébszam elnevezés is, igy tovabb b3vill a hatvanyozas: axaxa=a?, ahol a®-t kdbszamnak
nevezzik (esetlinkben aeN*). Az n-edik kdbszam képlete: K, =n®, neN".

9.3. Az oktaéder szamok Y
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Eszrevehetd, hogy a képletének megadasa érdekében a kivetkezé szamolasokat kell
elvégeznink:
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9.3-9.4. A dodekaéder és az ikozaéder szamok
Ezeknek a szamoknak a térbeli reprezentaciojuk mar eléggé bonyolultak ahhoz, hogy

abrazolhassuk 6ket. Ezért csupan a két szamtipus képletét adjuk meg.

~3n(3n-1)(3n-2) _ n(5n® —5n+2)

D, = illetve | v.0. [5
; 5 ) > (v.6.[5])

A térbeli poliéder szamok is lehetnek kozeppontos figurativ szamok is, tovabba a sikbeli
sokszdgszamok mintéjara, a poliéder szamoknak is van generator fliggvényuk is.

A két és haromdimenzios figurativ szamokat tovabb lehet altalanositani ha a
dimenzioszamot noveljiik. igy példaul a sikbeli haromszégszam és a térbeli tetraéderszam
4D-s altalanositasa a pentatdp szdmok, amelyek sajatos politop szamok.
n(n+1)(n+2)(n+3) _ct
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binomidlis egyltthatd. Ezek szerint az n-edik ,k-dimenzids tetraéderszam” (k-szimplex)
képlete éppen B, =C\ lesz.

0,=2" +2* +F +...+(n-)*)+n’* = neN

Az n-edik pentatop szam képlete: P, = vagyis éppen az 6todik
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