Tuzson Zoltan

A pitagoraszi tetelcsoport analogja, és
altalanositasanak az analogja a tetraéderben

Az [1]- ben a kovetkezokrél olvashatunk:
Ha ABCD egy D-ben derékszogi tetraé-
der, és az oldallapok tertiletei t, =t(BCD),
t, =t(DAC), t. =t(ABD), t, =t(ABC),
akkor érvényes a t2 =tZ +t3 +tZ ami nem
mas, mint a Pitagorasz-tételnek a térbeli
analégja a derékszdgl tetraéder esetén. Ezt
eloszor Jean Paul de Gua de Malves
bizonyitotta 1783-ban, igy a Gua-fele
tételnek nevezik (v.6. [2]). Ezt szeretnénk
mas szemszogbol is megvildgitani. A
tovabbiakban legyenek rendre a, b, ¢ egy

ABC haromsz6g megfelel6 oldalainak a
hossza, A, B, C a megfelelé szdgeinek a

mértékszama, A=90° és X valamelyik
hegyesszdgének a mértékszama. Ekkor:

1. Tétel: A kovetkez6 harom Kijelentés
egyenértékii:

a) a’> =b® +c?

c) cos’ B+cos*C =1.
Bizonyitds: ¢

b) sin®x+cos’ x=1
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1. abra
A bizonyitas azonnali, mert b*>+¢* =a® o

bY (cY . )
S| —1 4+ =] =1 sin“ x+cos” x=1.
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Tovabba ha XE{B,C}akkOI’, mivel

sinB =cosC, illetve sinC =cosB, ezért
sin® x+cos’x=1 < cos’*B+cos’C =1.

Most bizonyitani fogjuk, hogy az 1. Tétel
c) formdjanak is van analdgja a
tetraéderben.

2. Tétel: EQy ABCD , D-ben derékszogii
tetraéderben igaz, hogy:

cos? AB +cos? BC +cos? CA=1 ahol
XYaz XY élhez tartoz6 tetraéderbeli
lapsz6g mértékét jeldli.

Bizonyitas: Az 1. abra jeldléseit hasznélva

s : b b .

felirhatd, hogy sinx=—=——+= (i),
a +b*+c’

valamint cosx=£=L (i). Ha

a +b*+c’
sin®x+cos”’x=1 a Pitagorasz-tétel egy
mas alakja, és a Pitagorasz-tétel analdgja
érvényes a derékszogii tetraéderben s,
akkor mi lenne ennek a formulénak az
analdgja a derékszogul tetraéderben? Szem
elott tartva az (i), (ii) dsszefuggéseket és a
t2 =t? +t2 +t2 analég Pitagorasz-tételt,
ésszeriinek tiinik, hogy definedljuk a

Ly

tB tC
JE 2+t Je 2+t

Az analdg Pitagorasz-tétel értelmében
nyilvanvald, hogy a’(t) +b?(t) +¢*(t) =1
Nézzilk csak most az af(t), b(t), c(t)
jelentéseit.

kovetkezé torteket: a(t) =

b(t) = , o(t) =

o)

2. 4bra



A 2. abrat kovetve felirhatd, hogy
cosﬁ/BzE ahol DF =—__ ¢s
CF

, és ezek szerint

\/x2y2+y222+22x2
CF =
JXE+y?

COSA/\EZ Xy =
\/X2y2+yZZZ+ZZX2

t . .
=——=C_=c(t). Teljesen hasonléan

1/tf\+t§+t§

kapjuk, hogy b(t) =

t —~
——=L8 = cosCA,
1/tf\+t§+t§

és a(t)= b —cosBC. Ezek

J2+12 412
alapjan tehdt az anal6g Pitagorasz-tétel
trigonometriai alakja a kdvetkezo:
cos? AB +cos® BC +cos? CA=1.
Ugyancsak az [1]-ben olvashatunk a
magassagtétel analdgjarol is, de azt is
olvashatjuk, hogy az analég forma csak
specidlis derékszogu tetraéderben teljesul.
A tovabbiakban a magassagtétel egy
ekvivalens alakjanak az analégjat keressik
meg es igazoljuk, hogy ez minden
deréksz0Ogi tetraéderben igaz.

3. Tetel: A kovetkezé harom Kijelentés
egyenértéki:

) b-c 1 1 1
am-=p-q b)ym ) C) b2+c2 o
ahol m az A-bdl hizott magassdg, p a ¢
befogd vetlilete az a atfogora, q pedig a b
befogd vetiilete az a atfogora.

b? c?
Bizonyitas: m*=p-q & m’=—-— <
a a
= mzﬁ. Tovabba m:E@
a
a’ 1 b?+c> 1
Chre T e ™
IS b—lz +i2 = iz A tovabbiakban
cc m

igazoljuk, hogy a 3. Tétel c) forméajanak is
van analdgja a tetraéderben.
4. Tétel: EQy ABCD , D-ben derékszogt
tetraéderben igaz, hogy:

1 1 1 1

a> b2 ¢ m

ahol a=AD, b=BD, c=CD as m a D pont
tavolsaga az ABC siktdl.
Bizonyités:

3. &bra
Az abra jeloléseit kovetve, mivel
DT L AB, CD 1L AB, ezért DE L AB. Ha
a sikbeli analég tételt (3. Tétel c))
alkalmazzuk az ABD és ECD derékszogii
haromszdgekre, akkor felirhatd, hogy:
1 1 1 . 1 1 1

+—= es +==—
a’> b®> DE? DE? ¢ m?

ahonnan kikiiszobdlve az

=2 -et, éppen

§+b_lz+c_lz =# ad6dik.
Kovetkezzen most a Pitagorasz-tétel
altaldnositasa, €s ennek analégja az
altaldnos tetraéderben.
A Pitagorasz-tétel altaldnositasa nem
derékszogii haromszogekre a kovetkezo:
ha az ABC altaldnos haromszég megfeleld
oldalainak a hosszat a, b, illetve c-vel, a
megfelelé szogeinek a mertékét A, B, C-vel
jeloljuk, akkor igaz, hogy:
a’=b’+c*-2-b-c-cosA (1)
b’=c*+a*-2-c-a-cosB (2’)
c?=a’+b*-2-a-b-cosC (3.
A tételt még koszinusztételnek is nevezik,
és egyik legegyszeriibb bizonyitasa az
agynevezett vetlletek-tételével torténik,
miszerint:

a=b-cosC+c-cosB 1
b=c-cosA+a-cosC 27
c=a-cosB+b-cosA (3"



A bizonyitasa azonnali:

A

B D & c

4. abra
mivel BD=c-cosB és DC=b-cosC
tovabba a BD és DC vetiiletekre érvényes,
hogy BD+ DC= a, ezért maris az (1”)
Osszefliggés adddik.
A koszinusztétel bizonyitasa pedig igy
torténik: szorozzuk meg az (1”)-et a-val, a
(2”)-et b-vel és a (3”)-et c-vel. Ezutan
felirjuk, hogy:
a’—b*—c? =(abcosC +accosB) —

—(bccos A+abcosC)—(accosB+bccosC) =

=—2bccos A vagyis az (1°) bizonyitott.

A tovabbiakban az  &ltalanositott
Pitagorasz-tételt fogjuk analogiaval
Kiterjeszteni az Altalanos tetraéderben.
Ebbsl a célbdl, akar csak az elébb is,
hamarabb a vetiiletek-tételét bizonyitjuk a
tetraéderben is. Legyen tehdt ABCD egy
altalanos tetraéder, és O a D pontnak a
vetilete az ABC sikra.

D -

5. &bra
Jelélle  XYaz XY élhez tartozo
tetraéderbeli lapsz6g mértékét. Akkor
bizonyithat6 a kdvetkez6 eredmeny:
5. Tétel (vetlletek tétele a tetraéderben)
Ha t, =t(BCD), t, =t(DAC),
t. =t(ABD), t, =t(ABC), akkor
t,=t, -cosCD +1. -coslgf)+tD .cosBC (1)
t, =t, .cosCD +1. -cosA/\BthD .cos AC (2)

t. :tA-coslgf)HB -cosA/\[\)+tD .cos AB (3)

t, =t,-cos BC +tg -COS AC +1; .cos AB (4)
Bizonyitds: Az 5. &brat kovetve felirhato,
hogy t(OBC)=t(DBC)-cosI§E vagyis
t(OBC) =t, -cos BC es

t(OCA) =t, .cos AC, t(OAB) =t. .cos AB
Tehat most a sikbeli BD és DC vetiletek
helyett az analég t(OAB), t(OBC), és
t(OCA) vetiilet- teriileteket hasznaljuk. Es

mivel felirhatd, hogy
t, =t(ABC) =t(OAB) +t(OBC) +t(OCA)
Ezért maris megkaptuk a (4)-es
Osszefliggést. Teljesen hasonldan
bizonyithatd a masik harom 6sszefiiggés is.
Ezek utan, a sikbeli koszinusztételnek a
bizonyitasanak a mintajara bizonyitjuk a
kovetkezoket:

6. Tétel (koszinusztétel a tetraéderben)
Egy ABCD altalanos tetraéderben, az el6z6
jeldléseket hasznalva igaz, hogy:

t2 =t2 +t2 +12 — 2t t. cos AD — 2t,t, cos AC —

hasonldan

—2t.t, cos AB (1.1)
t2 =t2 +t2 +t2 — 2t.t, cos AB — 2t,t. cos BD —
2t t, cos BC (1.2)
t2 =t2 +t2 +12 — 2t,t, cosBC — 2t t, cos AC —
—2t,t; cosBC (1.3)
t2 =t2 +12 +12 — 2t,t, cosCD — 2t,t. cos BD —
—2t,t; cos AD (1.4)

Bizonyitas: A vetllettételoen az (1)-et
t,-val, a (2)-t —t;-vel, a (3)-at —t.-vel, a
(4)-et pedig -t -vel szorozva és a
megfelelé oldalakat tagonként Gsszeadva,
éppen az (1.) 6sszefliggést kapjuk. Teljesen
hasonléan bizonyitjuk a méasik harom
Osszefiiggést is.

Belathatd, hogy ha az ABCD tetraéder
derékszdgi a D-ben, akkor

cos AD = cos BD = cosCD =0 és akkor az
elébbi (1.4) 6sszefliggés igy alakul:

t2 =t3 +15 +1t2
és ez nem mas, mint a Pitagorasz-tétel
analégja a derékszogl tetraéder esetén,
amit az [1]- ben is és a [4]-ben s
megtalalunk, és ezlttal altalanositottunk.
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