A fogotétel alkalmazasa sorozatok hatarértékének kiszamoléséara

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Minden bizonnyal nincs méas olyan matematikai tétel amelynek olyan sok
megnevezése lenne, mint az Ggynevezett fogdtételnek, amelynek gyakoribb megnevezesei:
rendérelv, csendérelv, zsarutétel, zsandarszabaly, kdzrefogasi elv, szendvicstétel. Ez a tétel
sorozatokra és fliggvényekre is egyarant létezik, és ezt feladatmegoldasi mddszerként is
alkalmazzuk, amire a matematikai analizisben nagy sziikségunk van.

Elébb ismertetjlk tehat a sorozatokra vonatkozo fogotételt és kovetkezményeit:

1. Tetel: Legyenek (a,),.;(0,).s,(C, ), Valos szamsorozatok ugy, hogy az (a,),.;,(C,) s

sorozatok konvergensek, és lima, =limc, =x, xeR és a, <h <c,. Akkora (b,),., sorozat

>
n—oo n—oo nz1

is konvergens, és !]m b, =X is igaz.

Bizonyitas: Az ¢ -0s konvergencia kritériumot hasznalva, Ve >0 esetén léteznek olyan n,

és n, kiiszobindexek, hogy barmely n>max(n,,n,) esetén |a, — x| <% és |c,—x|< % Ekkor,

a haromsz6g egyenlétlensége alapjan

b, —X|=|b, —¢, +¢c, =X <|b, —c,|+|c, =X < (c, —bn)+%< (c, —an)+2<|cn —X|+|a, —x|+%<3-%:g

ami éppen azt jelenti, hogy a (b,)

s Sorozat is konvergens, és !]m b, =X Is igaz.
1. Kovetkezmeény (majoralas a oo-re): Legyenek (@,),.,, (b, )., valds szamsorozatok gy,

hogya, <b, és lima, =+ és. Akkor limb, =+ is igaz.
n—oo

n—oo

2. Kovetkezmény (minoralas a 0-ra): Legyenek (b,),.,,(C,),.; Valos szamsorozatok ugy,
hogy O<b, <c,és limc, =0. Akkor a limb, =0 is igaz.

n—oo

Az el6bbi tételnek a rendérelv és a tobbi elnevezései a kdvetkezé hasonlatbdl kaptak a
neviiket: Ha 2 renddr kozrefog egy tolvajt, és ha a 2 renddr a renddrérsre megy vilagos, hogy
a tolvajnak is velUk egyttt ugyan oda kell mennie. Ebbél kifolyolag a tovabbiakban mi is a
rendérelv elnevezést fogjuk hasznalni.

A tovabbiakban szamos reprezentativ, sokszinii és véaltozatos feladaton keresztiil
szemléltetni fogjuk a rendérelv és kovetkezményeinek az alkalmazési mddszereit.

1. feladat: Szamitsuk kiaz L = IimM hatarértéket!

n—>» 3N +Sin3n
Megoldas: Az  erdltetett  tényez6  moddszerét  alkalmazva  felirhatd,  hogy

n(2+sm2nj 2+3in2n

. n . Y s . |sin2n| 1
L=1lim . =lim N de a 0-ra val6 minoralés alapjan 0< lim <—,
n—oo sin3n n>o  SIN3N ool
n| 3+ 3+
n n
. . |sin3n| 1 . .1 . sin2n . SIN3n . 2
és 0<Ilim <—,de mivel lim==0, ezért lim =0 és lim =0,igy L=—.
n—w n n n—w M n—m n n—m n 3

2. feladat: Szamitsuk kiaz L = Iim{‘/ﬁ hatarértéket.

Megoldas: Nyilvanvaléan 1< 4/n , tovabba legyen Q/ﬁ—lzan, tehat 0<a,, és Q/_zan +1,
n(n—1) n(n-1)

ezért a binomképlet alapjan n=(1+a )" =1+n-a + a’+..+a’, tehat n> a.
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Tehat 0<¥Un-1< ‘/il , és mivel lim, /il =0, ezért a rendérelv alapjan L=1.
n — n—oo n —

|
3. feladat: Szamitsuk ki az L :% hatarértéket.

Megoldas: irjuk fel rendre a kovetkezoket:

nt 1234 n 1(34 n) 1(33 3) 1.3V,
—=.2. = r— = = > =SS =2 2| és mivel
2" 2222 2 2\2 2 2 2.2 2 2 2 \ 2

n—oo 2

n-2
Iim(—j =+o0, ezért a co-re vald majoralas alapjan L= +oo.

[
4. feladat: Szamitsuk kiaz L =1lim — r;.k —~ hatarértéket, ha k >0.
oo (1+17)A+27)...(L+n")

Megoldas: Felirhatd, hogy

0< il < n' =ML e mivel k >0, ezért
(1+11+k)(1+22+k).“(1+ n1+k) 11+k .22+k .“..nlJrk (n!)1+k (n|)k ! !

lim -
n—oo (n !)

5. feladat: Szamitsuk kiaz L = lim¥1* +2% +...+n* hatarértéket, ha k >0.

n—oo

Megoldés: Rendre felirhat6, hogy: ¥n =n-1¢ <%1* + 2 + ..+ n* <¥n* = (Wn)*. Es mivel
limYn = Iim({‘/ﬁ)k =1, ezért a rendérelv alapjan L= 1.

=0, igy a 0-ra valé minoralas alapjan L= 0.

6. feladat: Szamitsuk kiaz L =lim Q/3” +5"+2.4" +3.7" hatérértéket.

n—oo

Megoldas: Rendre felirhato, hogy:
7= <83 45 424"+ 3.7" <A77 2.7 +3.7" =477 =747, és mivel
limY7 =1, ezért a renddrelv alapjan L=7.

n—oo

7. feladat: Szamitsuk kiaz L =lim {\/n2 + n} hatarértéket, ha {x} az x valds szam tortrészét

n—oo

jelenti.
Megoldés: Minden valds x szam esetén x =[x]+{x}, ahol [x] az x valés szam egész részét

jelenti. Tehat {x} =x—[x], ezért x, ={\/n2 +n} =nZ+n —[\/n2+n] De

n=n? <Jn?+n <\/(n+1)2 =n+1,ha n>2, ezért [\/n2+nJ=n,tehét

2 n A . n 1 1
X,=vnN"+N—-N=——, ésmivel Im———=—,ezért L==.
JnP+n+n > I +n+n 2

8. feladat: Szamitsuk kiaz L =lim az x valés szam

n—oo

[12 -X]WL[Z2 -x;+...+[n2 -x} ha [

egész részét jelenti, és x #0.
Megoldas: Az egészrészre érvényes a kovetkezs dupla egyenldtlenség: a—1<[a]<a, ezért
n-(n+1)-(2n+1)

yn:[12ox}+[22-x]+...+[n2-x}>12-x+22-x+...+n2-x—n=x- 5 n=x,




X'n-(n+1)-(2n+1):
6

, ezért L—Z
6

illetve y, :[12.x]+[22-x]+...+[n2-x}£12-x+22-x+...+n2-x=

. oz -, ) . X .z . n-(n+1)-(2n+1) _x
Tehat a fogotetel alapjan, mivel lim—¢ = lim— = lim x- (n+1)- ( )
n—» N n—wo N n—o 6- n

9. feladat: Ha e, —1+11|+%+ +— ! , szamitsuk kiaz L =lime, hatarértéket.
H n n—oo
Megoldas: A Newton binomialis képlete alapjan felirhato, hogy:

gl ) (e )

k! ' k! k!’
ezért S, <e, (1). Masfelol ha az 6sszegben rogzitjik a k-t és megorizzik csak az elsé (k+1)

k (1_1)(1_2)._,(1_'—1j
tagot felirhat6, hogy S, =1+ n n n

=) i!
limS, =e <e, Vke N", ezért Eim e . <e (2). Deaz (1) alapjan e=1imS <e , igya

n—oo

rendérelv értelmében lime, =e.

n—oo

<S§, <e. Tehat

10. feladat: Igazoljuk, hogy a h, :1+%+...+i altalanos tagu 0.n. harmonikus sorozat
n

divergens!
Megoldas: Belathato, hogy minden n pozitiv egész szdmra létezik olyan k= k(n)< n szam

amelyre h, >1+%+%+...+2—1k= X, . Teljes indukcioval belatjuk, hogy x, >1+% (*).

. 1 1 1
Valoban, ha feltételezziik, hogy (*) igaz, akkor x,., = X, + + +ot >
9y (") g AT R T R
k 1 1 k 2* k+1
>1+E+F+ ot +..+ St =1+§+ ot =1+ T Most a (*) alapjan kapjuk, hogy

limx, =+, a végtelenre valé majoralas alapjan kdvetkezik, hogy limh, =-+o0.

k—o0 n—o0
_ . 1 1, .1 2
11. feladat: Igazoljuk, hogy ha X :1—2+ +.. , akkor L =Ilimx,
n

? n—oo
Megoldas: A feladatra egy teljesen elemi megoldas a kdvetkezé: a matematikai indukcid
mddszerével (hosszabb szamolasokkal) igazolhat6 a kovetkezé dupla egyenlétlenség:

2n-1 (Zn +1j2 (Zn +1j2
n < + +
3 T 2r

2 2
”—(1— 1 j(l_ 2 j<xn<”_(1_ 1 j(u ! j,ezértarendérelvalapjén
6 2n+1 2n+1 6 2n+1 2n+1

2
valoban L=Ilimx, =—

n—oo

2n+1)  2n+2 et A1 y
+ <n 3 Az egyenlétlenseglanc alapjan
nz

sinl N sin2 sinn

12. feladat: Ha b, =—; >—— +..+———, szamitsuk kiaz L =limb, hatarértéket.
n“+1 n°+2 n°+n n—o
Megoldas: A haromszdg egyenlétlensége alapjan felirhatd, hogy:
|5|n1| |sm2| |smn| 1 1 1, .
Ib,| < < - +..+———<N—— és mivel
|n +1| |n +2| |n +n| n“+1 n*+2 n°+n n°+1
limn——=0, ezért a 0-ra minoralas alapjan L= 0.
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13. feladat: Ha b, = L L .+ L , szamitsuk kiaz L =limb, hatarérteket.
Jn? +1 x/n +2 Jn? +n N0
e _ 1 1 n n’
Megoldas: Felirhatd, hogy: b, > + +..+ = =1/ =a,,
\/n2+n Jn? +n JnZ+n  Wn4n \n®+n

, 1 1 1 n n’ .
es b, < + +ot = =[5 =¢,. Ezért, mivel
V241 Jn’+1 JnP+1 Wn?+1 Vn'+l

lima, =limc, =1, arendérelv értelmében L =limb, =1.

n—oo n—o0 n—oo

14. feladat: Ha b, :[1+ ! j[1+ ! j+...+[1+;} szamitsuk ki az
Jn? +1 Jn? +2 n*+n

L =limb, hatarérteket.

n—oo

Megoldas: Felirhatd, hogy

bn>[1+ 1 j(l+ 1 j+...+[1+;j:[l+;j =a, es
Jn?+n Jn?+n n+n n+n

b<[1+ ! j[u 1 j+ +[ #j—[H#jn—c Ezért mivel
" Jn?+1 Jn?+1 Jn2+1 1 "

2
lima, =limc, =e, arendérelv alapjan L—Ilmb =e.

1+

n"+

n—oo n—oo

15. feladat: Ha b, =sin +SiN—— +...+Sin——— , szamitsuk ki az L=Ilimb,
\/n +1 Jn?+2 n*+n N

hatarértéket.

Megoldas: Belathato, hogy € (0%} , €s ebben az intervallumban a sinus fuggvény

\/n +k

. , . ) . T . T T
szigoruan novekvo, ezért: b > sin +sin +...4+4SIN————==nSsin =a
' Vn®+n Vn?+n \/n +n JnZ+n
és b, <sin +SiIN— .+ SN — e = SN — —c Ezért mivel
\/n +1 Vn% +1 \/n +1 vn? "
. sinx,
I|rr3J ©=1,igy lima, =limc, =7, arendérelv alapjan L—Ilmb =7.
Xy —> Xn n—oo n—oo
1+12 242 n+n*> _, . : , o
16. feladat: Ha b, = ——+———+...+———, szamitsuk ki az L =limb, hatarértéket.
n"+1 n°+2 n°+n n—o
n(n+1) N n(n+1)(2n+1)
. i 1+17 2+2° n+n?
Megoldas: Felirhatd, hogy: b, > —+——+...+ — — 3 6 =a,
n+n n°+n n°+n n°-+n
n(n+1) N n(n+1)(2n+1)
. 1+ 2+2? n+n’ 2 6 A
esb <—5—+—F—F+.+——= 3 =¢,, ezért mivel
n"+1 n°+1 n°+1 n°+1
. . 1 . . 1
lima, =limc, ==, arenddrelv értelmében L =—=.
n—owo n—oo 3 3
1 1 1 . . .
17. feladat: Ha b, =n| 1- - —...———— |, szamitsuk kiaz L =limb,
Jn?+1 Jn?+2 n’+n i
hatarérteket.



Megoldas: Eszrevehetd, hogy a 12. feladat értelmében oo-0 hatarozatlan esettel &llunk
szembe. Mivel

"[1 1 j=im_” n k Z

2,

& Jn2+k S Vn2+k(/n?+k +n) n2+k+n\/n +k

Ezért felirhatd, hogy

n(n+1)
n n k 2 i
=D > = = a_, valamint az, hogy
k=1n2+k+nx/n tk Enfenendnien nPenendn?en
n(n+1)
i i 2 Ezért, mivel
< = =c, . Ezért,
n2+k+nx/n +k n2+1+n\/n 11 n?+lendnZel
. . 1 . . . 1
lima, =limc, =7 a rendérelv értelmében L =limb, ==.
n—oo n—o0 n—o
n+1 n+ n+2n-1 __, . . . (o
18. feladat: Ha b, = N3 , szamitsuk kiaz L =limb, hatarértéket.
n+2 n+4 n+2n n—>e

Megoldas: felirhatd, hogy:
b2 — (n+Y(+3) (n+3)(n+5)  (n+2n-3)(n+2n-1) (n+1)(3n-1)

. Mivel

(n+2)° (n+4)° (n+2n-2)? (3n)® v
(n+2(E_2)k(n ;)sz =Y <1 minden k €{1,2,..n} esetén, ezért b <%:cf (1).

+ —
Mésfelsl b7 = (F3)° . (n+5) (+2n-1)° (D" o vl

(n+2)(n+4) (n+4)(n+6) (n+2n 2)(n+2n) 3n(n+2)

. +(2k+ 2;);111 20 >1 minden k €{1,2,..n} esetén, ezért b? > % > (2). Az (1) és

- +

3 . . . ] .
(2) alapjan, mivel Ilma =limc, _i, ezért arendérelv értelmében L=Ilimb, =—

n—w 3 n—w

19. feladat: Legyen (a,) , olyan pozitiv valés szamsorozat, amelyre lima, = a. Tovabba,

n—o0

NE
T

W8Tt G —ifa 8y, Hy = igazoliuk, hogy
n e I

a a a,

ha A, =

limA, =1limG, =limH,.

n—oo n—o0 n—oo

Megoldas: Ismert a szamtani, mértani és harmonikus kdzepek kdzotti egyenlétlenséglanc:
A <G, <H,_, tehat limA <IlimG, < I|m H, . Tovabba a Stolz-Cesaro lemma alapjan

n—oo n—ow
. . a o . (n+1)—n . . y
limA, =lim—=L—=3 és limH, = Ilmgza, ezért a rendérelv alapjan |imG_=a-
n—»oo n—w (n +1)_n n—»oo n—w 1 nsow
a

n+1

Az eddigiekben megoldott feladatok esetén, a rendérelvben szereplo a, és b,
megvalasztasa nem okozott kiillonds nehézséget. Ellenben szamos olyan feladat van, ahol ezek
megvalasztasa egyaltalan nem magatdl értetédé, vagyis bizonyos elismeretekre van
szukségink. Egy lehetéség az a, és b, és megallapitasara adott fliggvények
tanulmanyozasabol adodik, és ennek keretén belll kiemelt helyet foglal a Lagrange-tétel
alkalmazésa. Nézziink néhany ilyen alkalmazést.

n



20. feladat: Ha b, = 1 + 1 ot 1 , szamitsuk ki az L=Ilimb, hatarertéket.
n+l n+2 n+n N

Megoldas: Tekintsik az f:[k+1Lk]—>R, f(x)=Inx fiiggvényt. A Lagrange tétele

értelmében létezik olyan c, e(k,k+1) szam amelyre In(k+1)—Ink =i, ahonnan felirhatd,
Ck

hogy ﬁ< In(k+1)—Ink <%. Ha most 0sszegezziik ezeket az egyenlotlenségeket minden
+

~| =

2n 2n 2n
ke{nn+l..,2n} azt kapjuk, hogy Zﬁ<2(ln(k+l)—lnk)<z (*)  vagyis
k=n

k=n k=n

<In2n—|nn<bn+£, tehat In2—£<bn<ln2— ! , ahonnan a rendérelv
2n+1 n n 2n+1

ertelmeben L =limb, =In2 adodik.
1 11 1 1 1 1
+

Megjegyzések: 1) Az 1-=+=-=+.. ——=—+—+...+i azonossag
2 3 4 2n-1 2n n+l1 n+2 n+n

b +

n

R 1 11 1 1 .
alapjan, lim{ 1-—+=—=+...+ ——=In2 isigaz.
n—> 2 3 4 2n-1 2n

2) Ha az elébbi (*) dsszegzést csak k e {1, 2,...n} esetén végeztik volna el, akkor a jobboldali

egyenlétlenségbdl azt kaptuk volna, hogy h, :1+%+...+£> In(n+1) ahonnan limh, =+
n n—owo

adddna, ami egy masik bizonyitas a 10. feladatra.

n n—o

21. feladat: Ha b, = n{e—(ﬂij J szamitsuk ki az L =limb, hatarértéket..

Megoldas: Ismert a kdvetkezé dupla egyenlétlenség:

<e—[1+1jn<ze w.6. [1])

2n+2 n n+1

A bizonyitdsa végett tekintsik a kdvetkezo fliggvényeket: f(Xx)=x+x In(z2 +2
+

Xj—ma+m,
X

és g(x)=In(1+ x)—x—xlnrzx , 1,9:(0,1) - R. Szdmolasokkal ellendrizhets, hogy f'(x)
és g’(x) szigortan nodvekvéek a (0,1) intervallumon, ahonnan f'(x)> f'(0)=0,
f(x)>f(0)=0, g'(xX)>g'(0)=0, g(x)>g(0)=0 ésaz x =% vélasztassal a dupla
egyenlétlenség adddik. Ennek alapjan kapjuk, hogy:

n
. en . 1 . en n . e
lim <limnje—{1+=| [<Ilim , ésarendorelv alapjan L=—.
noo 2N4+2 now n n—>» 2n+1 2

22. feladat: Vezessik le az R sugarQ kor keruletszamolasi képletét.
Megoldas: A kor Kkerlletét szabalyos n-sokszdgek keriletével
kozelitjuk meg (ezt nevezik a kor sokszdgesitésének) tobblettel, és

—
N

N

hiannyal. A mellékelt &bra jeldlései alapjan AB =2R-sinZ , igy a
n

C

koréirt n-oldalu szabalyos sokszog kerllete AWE'
ann-AB=2R-n-sin£. Tovabba BC:ZR-tgz, igy a beirt §
n n N (
[~ —\
A —— — B

n-oldald szabalyos sokszog keriilete k, =n-BC = 2R~n~tg£. Ha K
n



a kor kerlete, akkor k, <K < K_ , ésmivel limk, =limK, =27zR, ezért K =2zR.

n—oo n—oo

Megjegyzés: Teljesen hasonldan bizonyithat6 a kor teriiletszamolasi képlete is, T = zR?.
23. feladat: Hatarozzuk meg az f :[0,1]] >R , f(x)=x* flggvény, az x=0, x=1 és az Ox

tengely altal kbzrezart sikrész teriiletét.
Megoldas: Osszuk fel a [0,1] intervallumot n egyenlé részre. Ezaltal kozelitsik meg a
szobanforgd teriletet téglalapokkal tobblettel, és hiannyal, a mellékelt abrak szerint:

A(L 1)
y Y

A(L D

S

gl L 2 28 5.1 & ol 12345  nlon
n n

n n n n n non n n

2 2 2
A ,nagy téglalapok” dsszterulete T, :i(ij +£(Ej +...+£(EJ :w, tovabba
nin n\n n\n 6n

2 2 2
a ,kis téglalapok” osszteriilete tnzi(ij +£[Ej +...+£(n_1J _(n=@n-h) -,

nin nin nl n 6n’

szobanforgd T teruletre igaz, hogy t, <T <T, és mivel limt, =limT ==, ezért T :1.

n—oo n—oo

Megjegyzés: Az integralszamolasrdl tanultak alapjan tulajdonképpen T = I: xdx =%.

2
{1-3-5-----(2“3)'(2”—1)} Lo 7 (Walliskepley
2.4.6-..-(2n—2)-(2n)

24. feladat: Igazoljuk, hogy lim

N—o0o

n

NN

Megoldas: Vezessik be a kovetkezd jelolést: |1 :Jsinmx dx. A parcialis integralasi
0

mddszerrel rekurziv moédon, a matematikai indukci®é modszerével levezethetdk a kovetkezd
eredmények:

_1-3-5-...-(2n—3)-(2n—1).Ei 246 2n
' 2.4.6-.-(2n-2)-(2n) 2 357 7 2n+1

. Tovabba

2n+1

_ _ T, o : : . o .
mivel minden x [0, E] ésn e N esetén igaz, hogy sin®"*' x< sin®" x< sin®"* x amita

[0, E] intervallumon integrélva, és az elébbiek szerint behelyettesitve az I, ., I,,, 1,

értékeit, rovid szdmolasok utan kapjuk, hogy:



1 2 1-3-5 .-(2n=3)-(2n- 1) 1
Jz V2n+1 2-4-6 -(2n—2)-(2n) J_f

ahonnan a rendérelvvel éppen a blzonyl’tand() hatérérték adodik.
Végezetiil megjegyezziik, hogy ha egy x valds szdmnak a tizedes formaban vald
reprezentalasa x = A, a,a,...a,..., akkor az x'= A a,a,...a, tizedes tort hiannyal, az

X =Aaa,..a, +% tizedes tort pedig tobblettel kdzelitik meg az x szamot, vagyis

x'< x < x", ami tulajdonképpen szintén a fogotételhez kapcsolodik.
A maodszer jobb megértése és elmélyitése céljabdl, a Tisztelt Olvasonak a kdvetkez6
valogatott feladatokat javasoljuk megoldasra:
Javasolt feladatok

A rendérelv segitségével szamitsuk ki a kdvetkezo hatarértékeket:

3sinn-+7cos " +6n° 2 nl
1) L=lim 2 2) L=lim—  3)L=lim——— g
N 1-2n n—e 3" - (1+17)(1+2%)...(L+n?)
P TR A o (N S S S - T L
o (2n)! x| (2n)°  (2n+1) (2n+n-1) n—o 3
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