Tuzson Zoltan

A Sturm-moddszer és alkalmazasa

Szamtalan szélséérték probléma
megoldasa, vagy egyenlotlenség
bizonyitasa nagyon gyakran, mar a
matematikai analizis eszkOzeire
szoritkozik, mint példaul a Jensen-,
Holder-féle egyenldtlenség, derivaltak stb.
A Sturm-modszerrel, szamos ilyen -

agymond az algebra, mértan,
trigonometria, és  analizis  hataran
~elhelyezkeds” - feladat, elemi

eszkozokkel oldhatd meg.

A mddszert féleg n>2  valtozét
tartalmazd, szimmetrikus  Kifejezések
esetén  alkalmazhatjuk, = amikor az
ismeretlenek valamilyen kikotésnek vagy
feltételnek tesznek eleget.

A mddszer lenyege roviden: allando 6sszeg
(vagy  szorzat) mellett, valamely
kétvaltozos kifejezés valtozasat kovetjuk,
mikdzben a valtozokat ugy kozelitjik
egymashoz, hogy az 0sszeguk (illetve a
szorzatuk) allandé maradjon. A valtozasok
megfigyelésébo6l, meghatarozva az egyik
valtozo értékét, Ujrakezdjik az eljarast, de
ezuttal n—1 valtozé esetén. Véges ilyen
Iépés utan, az eljarasunk véget ér.

A modszer Iényegét a kdvetkezé feladatok
segitségével jobban megérthetjuk. A
maddszer kezdetét a kdvetkezo két feladat
jelenti.

1. Alkalmazas: Ha x,yeR és x+y=S

allando, akkor a P(x,y) = X -y szorzat:

a) novekszik, ha az |x-y| kilonbség
csokken,

b) csokken, ha az |x—y| kiilonbség
novekszik.

Bizonyitas: Nyilvan feltehet6, hogy x<vy,
ekkor Iétez’ik olyan e>0 amelyre
2e<y—x. lgy az x+e és y-—eszamok
kdzelebb vannak egymashoz, mint az x €s
y szamok, az Xx<x+e<y-e<y

elrendezés miatt. Mivel 2e<y-x,
mindenképpen e<y-x (i). Ekkor
P(x+e,y—e)—-P(x,y)=e(y—-x-¢)>0,

és ezért az a) allitds igaz. Az x—e és y+e
szdmok  nyilvan  tavolabb  vannak

egymastol, mint az x és y szamok. Az
X—e<x<y<y+e elrendezés miatt,

hiszen x—y <0, méginkdbb x—y <e (ii).
Ekkor felirhat, hogy
P(x—e,y+e)—P(x,y)=e(x—-y—-e)<0,
és ezért a b) allitas is igaz.

2. Alkalmazas: Ha x,yeR, és x-y=P,
akkor az S(x,y) =x+y 0sszeg:

a) csokken, ha az |x—y| kilénbség
csokken,

b) novekszik, ha az |x—y| kiilonbség
novekszik.

Bizonyitds:  Nyilvan feltehetd, hogy
O<x<y, ekkor Ilétezik olyan k>1

amelyre k? <Y gy a kx és % szamok
X
kdzelebb vannak egymashoz, mint az x és

y szamok, a 0 < x < kx <%< y elrendezés

1<k? <1, ezért
X

miatt. Mivel

mindenképpen 1<k <Y  (iii). Ekkor
X

Y Xl koY
S(kx,kj S(x,Y) k(k 1)(k j<0,

X
ezért az a) éllitas igaz. A b) Aallitas
bizonyitdasa is hasonld, ott ellenben a
k €(0,1) feltételt kell figyelembe venni.

A tovébbiakban terjesszik ki az el6z6
tulajdonsdgokat a klasszikus szdmtani- €és
mértani kozepek kozotti egyenlétlenség
bizonyitaséara.



3. Alkalmazas: Ha minden n>2 esetén
X, %, X, €R,, akkor  fennall az

+ X, +...+X v .
A%t th, xx,..x, egyenlétlenség.

n
Bizonyitas: Feltételezzilk, hogy
0<X <X, <..<X,, es legyen

P(X Xg0een X)) =X - Xy e X, valamint
X, +X,+..X, =S, barmely n>2 esetén.
Rogzitsik az x,,X,,...,X, értékeket, és az
X, X, valtozo marad. Tehat
X +X, =S—(X+X,+...+X%,) allando. Az
1. Alkalmazas alapjan, ha az x,-x
kulonbség csokken, akkor a P(x, X,,..., X,)

szorzat novekszik. De x, < § ezert az
n
X, — X, kulonbseg akkor csokken a

legtébbet,  ha  éppen x1:%.

Tehat P(xl,xz,...,xn)sP(E,xz,...,xnj (2).
n

Tovabba X, +X,+..x, =S —%:@.

Az el6bbiek mintdjara rogzitsik az

X4, Xs,..n X, Szamokat, az x,,X, pedig
legyen valtozo. Tehat az
n-1
x2+x3:( )S—(x4+x5+...+xn)
n

alland6. Tovabba az x, —x, csokkenése, a
P(X,X,,...,X,) szorzat novekedését idezi
(n=1)S

:(n—1)=%, igy az

elozéek alapjdn azt kapjuk, hogy

P(E,xz,...,xnjﬁ P(E,E,Xs,...,xnj (2).
n nn

Kdénnyen belathato, hogy ha tovabb
folytatjuk az eljarast, akkor végul is

P(X1,X2,...,Xn)§ P(E,E ,Ej:(ijn

els. De x, <

n'n"n n
adodik, ami éppen a bizonyitandd
egyenlétlenséget jelenti.
Megjegyzések: A
megallapithatok, hogy:

bizonyitottakbdl

1) Ha az x +X,+..x, =S 0sszeg allando,

akkor a  P(X, Xy, X)) =X Xy o X,
szorzat akkor a legnagyobb, ha
X, =X, =..=X,.

2) Ha az X -X,-...-x, =P szorzat allando,
akkor az  S(X,,Xy,..,X,) =X +X, +...+ X,
O0sszeg  akkor a  legkisebb, ha
X, =X, =...=X,.
4. Alkalmazas:

n

Ha X,%,...%, 20 € > x

i=1 I
n n
[ Isinx < (sinﬁj :
i=1 n
Bizonyités: A szimmetria miatt
feltételezhetd, hogy 0<x, <X, <...<Xx, (1)
ROgzitsik az X, X,,...,X, értékeket, igy

=, akkor

n

X +X, =S éllandd (2), ahol S=7-> x .
i=3

Legyen tovabba E(X,,X,,...,x,) =] [sinx; .
i=1

Kozelitsuk az x,,x, értékeket Ggy, hogy az
Osszeglk S maradjon. Két ilyen érték tehat
X, +¢€ és x,—e, ahol 0<e<x,—x . Ekkor

E(X +€X, —€,X5,..., X, ) —E(X, %, ..., X,) =
:%[cos(x2 — %, —2€)—cos(x, —x)]- ] [ sin x
i=3

(3). De O0<x,—x —2e<Xx,—x <, ezért
cos(x, — X, —2e) >cos(X, — X,), tehat a (3)
soréban levé kuldnbség pozitiv. Tehat, ha
X, —X, csokken, és x, +Xx,=S allando,
akkor E(X;,X,,...,X,) novekszik.

Az (1) é > x=m alapjan, x <Z
i=1 n

(ellenkezd esetben x, +X, +...X, > 7 lenne)
Tehat a (2) feltétellel, az x, —x, tavolsag a
legkisebb, ha X == igy
n
T
E(X, X5y X,) < E(—,XZ,...,xnj. Most az
n

(n-Hr
X $X S SXy XXk X =



€S X,+X, =S (allandd) feltetel mellett

megismételjik az eljarast és hasonléan

kapjuk, hogy

E(z,xz,...,xn)ﬁE(E,E,XS,...,XHJ. Még
n nn

(n-1)-szer megismételve az eljarést, végul
is a lancszabaly alapjan azt kapjuk, hogy

E(X) Xy, X,) < E(E,ﬁ ""Ej:(SinﬁJn

n'n'n n
vagyis éppen amit bizonyitani akartunk.
5. Alkalmazas: Ha x;,X,,..,X, >0 ¢és

[Tx=x",akkor [T@+x)=@1+x)".
i=1 i=1

Bizonyitas: Feltételezzilk, hogy
0<x <X <..<x, (1). ROgzitsik az

X3, Xy, X, €rtékeket, igy x.-x,=P (2)
allando, ahol P =x":(xX,..x,). Legyen

E(4 X0 X) =[J@A+X), k21 és
i=1

k? <X2. Ekkor kx_ kozelebb van az -2
X
szamhoz, mint az x az x,-hoz, es

1<k <ﬁ. Tehat
X

X
E(kxi,?z, Xgyeny

felirhaté,  hogy:
X,)—E(X,%,,....X,) =

RN B o :
_k(l k)(x1 ij(1+xi)<0. Tehat,

i=3
ha az x,x, eértékeket ugy kozelitjik
egymashoz, hogy a szorzatuk P =X, X,
allando marad, az E(x, X,,...,x,) kifejezés
csokken. Az Jx =x" és az (1) alapjan
i=1
biztosan igaz, hogy x <x. Tehadt az
X, —X, kilonbseg a legkisebb, ha x, = x,
gy  E(X, X X,) 2 E(X, X,,.., X)) AZ

eljaras  ismételt  alkalmazéasaval, a
lancszabaly alapjan azt kapjuk, hogy

E(X;, Xy %) 2 E(X, X,..., X) = (14 X)".
Ezzel tulajdonképpen a

f[ L+x)> £1+ n/ﬁ X, J egyenlotlenséget
i=1 i=1

igazoltuk.
A tovabbiakban, bizonyos
megszoritasokkal  szorzatok legkisebb,
vagy  0sszegek  legnagyobb  értékét
vizsgaljuk.

6. Alkalmazas: Ha x,y,zE(O,g} és

X-y-z=1, hatarozzuk meg az
S(X,Y,2) =X+ Yy+z 6sszeg maximumat.
Megoldas: Feltételezzik, hogy

O0<x<y<z gg. Rogzitsik a z értékeét és

X, y maradjon valtoz6. Ekkor x-y:1
z

allandd. Ha az y — x kulénbség novekszik,
akkor az S(x,y,z) 06sszeg csokken. Az
y—x kilénbség annal nagyobb, minél

kisebb az X értéke. Mivel
1 1 4 , 4
X=—2>—"—=—, ezért X=— a
yz 33 9 9
2 2 )
legkisebb elérhet6 érték. Igy

S(x,y,2) < S(g,y,zj=g+y+z. Ezuttal

most y-z=%, és a z-y kulonbség

novekedésével az y+z 0Osszeg csokken.
9 3

> =—, ezeért y=§ a

Mivel y= J 3
4.2 2 2
2

47
legkisebb elérhet6 érték. De ekkor az

9 . 3 ,
== alapjan Z=—, tehat
y 4 Pl >

S(X,y,2)<S f,§,§j=f+§+§:§_
922) 9 2 2 9

7. Alkalmazas: Ha x,y,z=0 ¢és

X+y+z=1, akkor

yz + X + Xy <1

x+1 y+1 z+1 4
Bizonyitas: A feladatot atirva azt kapjuk,
hogy:



XY + YZ + ZX — Xyz ! + ! + 1.2
Xx+1 y+1 z+1) 4

.Ha most alkalmazzuk az x+1,y+1z+1

értékekre a szamtani és a harmonikus
kdzepek kozotti egyenlétlenséget, akkor

3 cXFlry+l+rz4l 4
1 N 1 N 1 3 3
X+1 y+1 z+1
1 1.9

vagyis igy ha

+ + :
X+1 y+1 z+1 4

X,¥,2>20 és x+y+z=1, elegendd
bizonyitani, hogy:

E(X,y,2)=Xxy+Vyz+ zx—%xyz S% (™).

Feltételezzilk, hogy O0<x<y<z (1), és
rogzitsik a z érteket. Tehat x+y=1-z
(allandd) (2). Kozelitsik az x< y értékeket

egymashoz Ugy, hogy koézben az 0sszeg
valtozatlan  maradjon.  Ekkor  tehét

E(x+e,y—e,2)—E(X,VY,2) =e(y—x—e)(1—%z}

(**), ahol 0<e < y—x. Ennek alapjan:
1) Ha z <g, a (**) kulonbség pozitiv, igy

E(x,y,z) akkor novekszik, haaz x és az y
kozeledik egymashoz. Az x+y+z=1 és

(1) miatt xﬁ%, a (2) alapjan az x

legkdzelebb van az y-hoz, ha x:%. Tehat
1 2

E(x,y,2) < E(é,y,zj, ahol y+z=§ és
. 2 1 .

y <z. Hasonl6an y§§:2:§, igyazy a

legkdzelebb all a z-hez, ha y:%, ezért
z=1. Tehat E(l,y,zjé E(llljzi

3 3 333) 4
2) Ha z>g, akkor a (**) kulénbség
negativ, igy E(X,y,z)akkor ndvekszik, ha
x-et és y-t tavolitjuk egymastol, persze

x+ y= 1-z &lland6 marad. Az (1) és (2)
miatt az x=0, az y-t0l a legtavolabbi értéket

adja. fgy E(x,y,z)<E(0,y,z)=yz, ahol
y+z=16s y<z. Most az y-tésa z-t

kozelitenunk kell egyméshoz. De yﬁ%
miatt a legkozelebbi y érték a z-hez, az

y =% : ahonnan z= Tehat

E(0,y,2)< E(o,%%)z

N |-

% . Ezek szerint

E(x,y,z) maximélis, ha x=y=z 1
3
1 . :
vagy x=0,y=z ZE €s a szimmetria
miatt, ennek a cirkularis permutacioi.
8. Alkalmazés: Ha u,v,we [0%} és

u+v+w=1, hatdrozzuk meg az
E(u,v,w) = (1+u)@+Vv)[Q+w) kifejezés
legkisebb értekét.

Megoldas: Feltételezzik, hogy

OSUSVSWS% (1). Rogzitsik a w-t,

legyenu <v,  mikbzben u+v=1l-w
allandd (2). Kozelitsik egyméshoz az u -t
és a v-t Ugy, hogy az 6sszegik maradjon
allando. Ekkor felirhato, hogy

E(u+ev—ew)—E(u,v,w)=e(l+w)(v-u—e)>0

ami azt jelenti, hogy E(u,v,w) novekszik,
igy a minimum meghatérozasanal ez nem
segit. Tavolitsuk hat az u-t és a v-t Ugy,
hogy az 6sszegik maradjon allandd. Ekkor
az u+v=1-w és (1) feltételek mellett a v-
t6l a legtdvolabbra es6 u értek nem O,
hiszen u= 0 esetén v+ w= 1 lenne, ahonnan

Wzi lenne, ami ellentmond a wﬁl
2 16

feltételnek. Mivel 1—u:v+w§l+l

16 16

ezeért %S u,igy u :% a megfelels. Ekkor

7

<— és
27

E(u,v,w)> E(%,v,wj, %Svﬁw

v+w=1—%=% (3). Tovéabbi csokkentes



végett a w és v kozotti tavolsagot ismét

novelni kell. Mivel

Z—v:wﬁl:lﬁv, ezeért v=l a

8 16 16 16

legkdzelebbi v érték a w-hez, és a (3)
7

alapjan wW=—. Tehat
pJ 16

2
E E,V,W >E E’l’l :g é .
8 816 16) 8\16
Ezek szerint E(u,v,w) akkor a legkisebb,

ha u =1,V=W=l és ennek a cirkularis
8 16

permutacioi.

A mbdszer jobb elmélyitése végett, az
érdekl6d6  Olvasénak a  kovetkezé
feladatok megoldasat javasoljuk:

1) Ha X,X,..,X, €[01] és Zn:xi=8,

i=1

0 1
akkor 1-S < 1-x)<——.
[a-x<7 5

2) Ha X, %,,....%, >0, és > x =1, akkor
i=1

n-1)"
n2n

[Txa-x)<!

3) Ha x;,%,,...x, €(0,1) és > x =1,

n
i
i=1
2

noo1 n
akkor > )
gl—xi n-1

4) Ha X, %,,...,X, €(0,1), akkor

n

f[(l—xi)>1—in .

5) X, Xy X, >1, 65 T ] % = X", akkor

i=1

> ! zi.Amennyiben
T 1l-Xx 1+X

Xy, %y ,.0 X, €(0,1), akkor az
egyenlétlenség forditott iranya.

6) Ha X, X,,....x, >0 és > x =S, akkor
i=1

1‘1[[1+le2(1+%}

7)Ha x,y,z>0 és x+y+z=1, akkor
5(x* + y* +2°) +18xyz 2%.
8) Ha x,y,z2>0 és x+y+z=1, akkor

7
0 XY+ VYZ+2ZX—2Xyz < —
y+y y >7

9) Ha x,y,z{l,i—ﬂ és X+y+z=4,

hatarozzuk meg az F(x,y,z) = xyz
kifejezés legkisebb értékét.
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