A Sturm-modszer és alkalmazasa

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Szédmtalan széls6érték probléma megolddsa, vagy egyenldtlenség bizonyitdsa nagyon
gyakran, mar a matematikai analizis eszkozeire szoritkozik, mint péld4ul a Jensen-, Holder-
féle egyenldtlenség, derivaltak stb.

A Sturm-médszerrel, szamos ilyen — igymond az algebra, mértan, trigonometria, €s
analizis hataran ,,elhelyezkedd” — feladat, elemi eszk6zokkel oldhaté meg.

A modszert féleg n =2 valtozot tartalmazo, szimmetrikus kifejezések esetén alkalmazhatjuk,
amikor az ismeretlenek valamilyen kikotésnek vagy feltételnek tesznek eleget.

A modszer lényege roviden: dllandd 0Osszeg (vagy szorzat) mellett, valamely
kétvaltozods kifejezés valtozasat kovetjiik, mikézben a valtozokat ugy kozelitjiik egymashoz,
hogy az Osszegiik (illetve a szorzatuk) dlland6 maradjon. A valtozdsok megfigyelésébdl,
meghatdrozva az egyik valtoz6 értékét, tjrakezdjiik az eljdrast, de ezuttal n—1 valtozé esetén.
Véges ilyen 1épés utan, az eljarasunk véget ér.

A moédszer 1ényegét a kovetkezd feladatok segitségével jobban megérthetjik. A
modszer kezdetét a kovetkezd két tulajdonsag jelenti:

1. Alkalmazas: Ha x,ye R és x+ y =S éallando, akkor a P(x, y)=x-y szorzat:

a) novekszik, ha az |x— y| kiilonbség csokken,

b) csokken, ha az |x— y| kiillonbség novekszik.

Bizonyitds: Nyilvén feltehetd, hogy x <y, ekkor l1étezik olyan e >0 amelyre 2e < y—x. Igy
az x+e € y—eszamok kozelebb vannak egymdshoz, mint az x és y szdmok, az
x<x+e<y—e<y elrendezés miatt. Mivel 2¢ < y—x, mindenképpen e< y—x (i). Ekkor
P(x+e,y—e)—P(x,y)=e(y—x—e) >0, és ezért az a) dllitds igaz. Az x—e és y+e szdmok
nyilvan tavolabb vannak egymdst6l, mint az x €és y szdmok. Az x—e<x<y<y+e
elrendezés miatt, hiszen x—y <0, méginkdbb x—y <e (ii).

Ekkor felirhat6, hogy P(x—e,y+e)—P(x,y)=e(x—y—e) <0, és ezért a b) allitas is igaz.

2. Alkalmazas: Ha x,ye R, és x-y=P, akkoraz S(x,y)=x+Yy Osszeg:

a) csokken, ha az |x— y| kiillonbség csokken,

b) novekszik, ha az |x— y| kiillonbség novekszik.



Bizonyitds: Nyilvan feltehetd, hogy 0< x <y, ekkor létezik olyan k >1 amelyre k* < Ry Igy
X
a kx és % szamok kozelebb vannak egymdshoz, mint az x és y szdmok, a 0 < x < kx < % <y

elrendezés miatt. Mivel 1<k’ <l, ezért mindenképpen 1<k <2 (ii1). Ekkor
X X

S (kx%) —S(x,y) = %(k -1 (k —lj <0, ezért az a) 4llitds igaz. A b) allitds bizonyitdsa is
X

hasonld, ott ellenben a k € (0,1) feltételt kell figyelembe venni.

A tovébbiakban terjessziik ki az el6zd tulajdonsigokat a klasszikus szdmtani- és mértani

kozepek kozotti egyenldtlenség bizonyitasara.

3.Alkalmazas: Ha minden n2>2 esetén x,x,,..x €R,, akkor fenndll az
X +Xx, +..+tx ,, .
% > 1/x,x,...x, egyenlbtlenség.

Bizonyitds: Feltételezziik, hogy 0<x, <x,<..<x , és legyen P(x,Xx,,...X,)=X X, ... X, ,

valamint x, +x, +...x, =S, barmely n>2 esetén. Rogzitsikk az x,,x,,...,x, értékeket, és az

X,,X, valtoz6 marad. Tehat x, +x, =S —(x; +x, +...+ x,) dlland6. Az 1. Alkalmazds alapjén,

ha az x, —x, kiilonbség csokken, akkor a P(x,,x,,...,x,) szorzat novekszik. De x, <—, ezért
n

az  x,—x,  kilonbség akkor csokken a legtobbet, ha éppen @ x =£.
n

Tehét P(xl’x2"“’xn)sP(E’xb--"xnj (1) TOVébbé x2+x3+...xn:S_§:(n_1)S. AZ
n n n

elébbiek mintdjara rogzitsikk az x,, xs,...,x, szdmokat, az x,,x, pedig legyen valtozd. Tehdt

_ (n—-1S

az  x,+x, —(x,+x;+..+x,) allando. Tovabba az x,—x, csokkenése, a

n-1s N
n

P(x,,x,,...,x,) szorzat ndvekedését idézi eld. De x, < ( :(n—1)=—,1igy az
n

elézdek alapjéan azt kapjuk, hogy P(E,xz,...,xnj < P(E,E,x3,...,xnj ).
n nn

Konnyen beldthatd, hogy ha tovabb folytatjuk az eljarast, akkor végiil is



n n n n

P(x,,x,,....x )<P(£ E ,Ej:(ﬁj

adddik, ami éppen a bizonyitand6 egyenldtlenséget jelenti.
Megjegyzések: A bizonyitottakbdl megallapithaték, hogy:

I)Haaz x, +x,+..x, =S 0Osszeg allando, akkor a P(x,,x,,...,x,) =X, X, -...- X, szorzat akkor
alegnagyobb, ha x, =x, =..=x,.

n

2) Ha az x,-x,-..-x, = P szorzat allando, akkor az S(x,x,,....,x,) =x, +Xx, +...+x, Osszeg

n

akkor a legkisebb, ha x, =x, =...=x .

n

n n
e 7 . . ﬂ'
4. Alkalmazas: Ha x,x,,...x, 20 és » x, =x, akkor I Ism X S(sm—j .
i=1 = n

Bizonyitds: A szimmetria miatt feltételezhetd, hogy 0<x <x, <..<x, (1) Rogzitsik az

Xy, X,,..., %, €rtékeket, igy x, +x, =S dllandé (2), ahol Szz—in. Legyen tovabba
i=3

E(x,%,),...,x,)= Hsin x, . Kozelitsiik az x,,x, értékeket tgy, hogy az dsszegiik S maradjon.
i=l1

Két ilyen  érték  tehat x,+e és  x,—e, ahol O<e<ux,—x. Ekkor
E(x, te,x,—e,x;,....x, )= E(x,,X,,...,X =—[cos(x2 x, —2e)—cos(x, —x,)]- Hsmx (3).

De O0<x,—x,—2e<x,—x, <7, ezért cos(x,—x, —2e)>cos(x, —x,), tehit a (3) sordban levd

kiilonbség pozitiv. Tehat, ha x, —x, csokken, és x, +x, =S dllandd, akkor E(x,,x,,...,x,)

.. . N\ . 7 "
novekszik. Az (1) és E x, = alapjan, x, <— (ellenkez0 esetben x, +x, +...x, > 7 lenne)
< n

Tehat a (2) feltétellel, az x,—x  tdvolsdg a legkisebb, ha x =7 Igy
n

7 n-)z
E(xl,xz,...,xn)sE(;,xz,...,xnj. Most az x,<x,<..<X,, x,+x+..+x, _(T) és

x, +x, =S (allando) feltétel mellett megismételjiik az eljdrast és hasonléan kapjuk, hogy

E(z,x WX )<E(z z I "j' Még (n-1)-szer megismételve az eljardst, végil is a
n nn

lancszabdly alapjdan azt kapjuk, hogy E(x,x,,... )C)<E(z z ..,zjz(sinzj vagyis
nn n n

éppen amit bizonyitani akartunk.



5. Alkalmazas: Ha x,,x,,...,x, 20 é [ ]x =x", akkor [J(+x)2(1+x)".
i=1 i=1
Bizonyitds: Feltételezziik, hogy 0<x, <x, <..<x, (1). Rogzitsik az x;,x,,...,x, értékeket,

igy x,-x, =P (2) dllandd, ahol P =x":(xx,...x,). Legyen E(xl,xz,...,xn)=H(1+xi), k>1

i=1

. X . X . . w2 X
és k> <=2. Bkkor kx, kozelebb van az —% szdmhoz, mint az x, az x,-hoz, és 1<k <-%.

X, k X,

Tehat felithat6, hogy: E(kxl,%,x3,...,xn)—E(xl,xz,...,xn):%(1—k)[ﬁ— jH(1+xi)<0.
i=3

X

Tehdt, ha az x,,x, értékeket ugy kozelitjiik egymashoz, hogy a szorzatuk P = x, -x, dllando

marad, az E(x,,x,,...,x,) kifejezés csokken. Az Hxi =x" és az (1) alapjan biztosan igaz,
i=l

hogy x,<x. Tehdat az x,—x  kiilonbség a legkisebb, ha x =x, igy

E(x,,x,,....x,) 2 E(x,x,,....,x,) . Az eljaras ismételt alkalmazdsdval, a ldncszabaly alapjan azt

kapjuk,  hogy E(X,, %, %,) 2 E(x,x,...,x)=(1+x)".  Ezzel  tulajdonképpen  a

H (I+x)=2 (1 + n/H x, ] egyenlOtlenséget igazoltuk.
i=1 i=1

A tovabbiakban, bizonyos megszoritdsokkal szorzatok legkisebb, vagy osszegek legnagyobb

értékét vizsgaljuk.

6. Alkalmazas: Ha x,y,ze (O,%} €s x-y-z=1, hatdrozzuk meg az S(x,y,z)=x+y+z2

0sszeg maximumat.

3 .
Megoldds: Feltételezziik, hogy 0<x<y<z SE. Rogzitsiik a z értékét és x, y maradjon

1 .
valtoz6. Ekkor x-y=— dlland6. Ha az y—x kiilonbség novekszik, akkor az S(x, y,z) 0sszeg
Z

csokken. Az y—x kiilonbség anndl nagyobb, minél kisebb az x értéke. Mivel

ezért x= s a legkisebb elérhetd érték. Igy
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S(x,y,z)SS(g,y,zj:g+y+z. Ezittal most y-zz%, és a z—y kiilonbség



novekedésével az y+z Osszeg csokken. Mivel y =i Zi :E, ezért y =§ a legkisebb
4z 43 2 2
2
P s 9 ., 3 ,
elérhetd érték. De ekkor az y-z= 2 alapjan z= 5 tehat
Sry.oy<s[233)124,3,3. 31
922) 9 2 2 9

7. Alkalmazas: Ha x,y,z>0 és x+ y+z=1, akkor 2 + & + il Sl.
x+1 y+1 z+1 4

. 1 1 1 1
Bizonyitds: A feladatot atirva azt kapjuk, hogy: xy+ yz+zx—xyz + + <—.
x+1 y+1 z+1) 4

Ha most alkalmazzuk az x+1,y+1,z+1 értékekre a szdmtani és a harmonikus kozepek

kozotti  egyenlOtlenséget,  akkor I ? T <2 ity ; I+z+l = g vagyis
+ +

x+1 y+1 z+1

! + ! + ! Zg.fgyha x,y,220 és x+ y+z=1, elegendd bizonyitani, hogy:
x+1 y+1 z+1 4

9 1
E(x, y,Z)=xy+yZ+zx—nyzSZ ).

Feltételezziik, hogy 0<x<y<z (1), és rogzitsiikk a z értékét. Tehat x+ y=1-z (dllando)

(2). Kozelitsik az x< y értékeket egymdshoz ugy, hogy kozben az Osszeg valtozatlan

maradjon. Ekkor tehdt E(x+e,y—e,2)—E(x,y,z)= e(y—x—e)(l—%zj (**), ahol O0<e<y—ux.
Ennek alapjan:

1) Ha z<g, a (**) kiilonbség pozitiv, igy E(x,y,z) akkor novekszik, ha az x és az y

kozeledik egymdshoz. Az x+y+z=1 és (1) miatt x < %, a (2) alapjan az x legkozelebb van

az y-hoz, ha xz%. Tehat E(x,y,z)SE(%,y,zj, ahol y+z=§ sy <z. Hasonl6an
2 1, ) . 1 . 1 .
yS§:2=§, igy az y a legkozelebb 4all a z-hez, ha y:§, ezért ZZE' Tehat



2) Ha z >g, akkor a (**) kiillonbség negativ, igy E(x, Yy, z)akkor novekszik, ha x-et és y-t

tavolitjuk egymastol, persze
x+ y= I-z 4llandé marad. Az (1) és (2) miatt az x=0, az y-tdl a legtdvolabbi értéket adja. Igy

E(x,y,2)< E(O, y,z) =yz, ahol y+z=1és y<z. Mostaz y-tés a z-tkozeliteniink kell

| . 1 1
egymashoz. De y SE miatt a legkozelebbi y érték a z-hez, az y =§, ahonnan z =—. Tehat

[\

E(O,y,z)SE(O,%,%j:i. Ezek szerint E(x,y,z) maximdlis, ha xzyzzzé vagy

x=0,y=z= 5 €s a szimmetria miatt, ennek a cirkuldris permut4cioi.

8.Alkalmazas: Ha Uu,v,we {O,l} és u+v+w=1, hatdrozzuk meg az

16
E(u,v,w)={+u)1+v)(1+w) kifejezés legkisebb értékét.

Megoldds: Feltételezziik, hogy O<u<v<w< % (1). Rogzitsik a w-t, legyenu<v,

mikozben u+v=1-w dallandé (2). Kozelitsik egymédshoz az u-t és a v-t ugy, hogy az
Osszegiik maradjon allando. Ekkor felirhato, hogy

E@w+e,v—e,w)—E@u,v,w)=e(l+w)(v—u—e)>0ami azt jelenti, hogy E(u,v,w) novekszik,

igy a minimum meghatdrozasandl ez nem segit. Tavolitsuk hat az u -t és a v-t ugy, hogy az

Osszegiilk maradjon 4allandé. Ekkor az u+v=1-w és (1) feltételek mellett a v-tdl a

legtavolabbra esd u érték nem 0, hiszen u= 0 esetén v+ w= 1 lenne, ahonnan w > 5 lenne, ami

ellentmond a w< l feltételnek. Mivel 1—-u=v+w< l+l, ezért l <u, igy u= l a
16 16 16 8 8
megfeleld. Ekkor
1 7, 7 it o
Eu,v,w)>2E g,v,w , —<v<w< E és v+w=1-——=— (3). Tovédbbi csokkentés végett a
w és v kozotti tavolsagot ismét novelni kell. Mivel ——v=w< E =—<v,ezért v=— a
legkdzelebbi v érték a  w-hez, és a (3) alapjan w= 6 Tehat



Ezek szerint E(u,v,w) akkor a legkisebb, ha u:%

permutacioi.

A mddszer jobb elmélyitése végett, az érdeklédd Olvasonak a kovetkezd

megoldasat javasoljuk:

1) Ha x,,x,,....x, € [0,1] és Zx—s akkor 1— S<H(l x)<115

n n —1 "
2)Ha x,,x,,..,x,>0,és Y x, =1, akkor I_I?C,-(l—x,-)S (n Zn) :
i=1 i=l n

n n 2
3)Ha x,%,,....%, € (0,1) é Y x =1, akkor Y L,

i=1 i=1 1_x n_l

1

4) Ha x,,x,,...,x, € (0,1), akkor H(l—xi) >1—Zn:xi )
i=1 i=1

S) x,%,,..,x, >1,8s x, =x", akkor
) % H ;lx 1+x

akkor az egyenldtlenség forditott irdnyu.

6) Ha x,%,,....x, >0 é Y x, =5, akkor H(HLJz(ng .
i=1 i=1

X

1

7)Ha x,y,2>0 és x+y+z=1, akkor 5(x* + y* +z°) +18xyz z%.

7
8) Ha x,y,z>20 és x+ y+z=1, akkor OSxy+yz+z,x—2xyzSE

n
>—— . Amennyiben x,,x,,...

,X €

7, ) L.
,v:w:B és ennek a cirkularis

feladatok

(0,1),

9)Ha x,y,z€ [1,%} és x+ y+z=4, hatdrozzuk meg az F(x,y,z) = xyz kifejezés legkisebb

értékeét.
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