A teveszabaly és alkalmazasai

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Gondolné-e valaki, hogy a matematik&nak lehetne-e valami kdze a tevékhez? Ha nem
akkor a tovabbiakban meggy6zzik errél, mégpedig arrol, hogy a matematikdban igen is
létezik egy olyan szabaly, amit — tobbé vagy kevésbé humorosan- teveszabalynak neveznek.
Es ez nem vicc, mint latni fogjuk ez a szabaly amilyen egyszerii, éppen olyan hasznos a
matematikaban.

Miel6tt megmondanank, hogy mibol &ll ez a szabaly és alkalmaznank, azeldtt ink&dbb
ravilagitunk az eredetére. Tehat lassuk, honnan is ered ez a szabaly.

Nézzilk a kdvetkezé mesés torténetet:

Van egy Oreg, arab kereskeds. Annak 3 fia és 19 tevéje. Amikor meghal az 6reg, a
végrendeletében tevéinek felét a legiddsebbre, negyedét a kbzépsdre, és 6todét a legkisebbre
hagyta. Mar a 19 teve felezésénél megakadtak a fik, mivel nem akartak tevét 6Ini. (Egy fél
tevével nehéz zsakokat cipeltetni.) Gondolkoztak keményen, de csak nem tudtak megoldani a
problémat. Arra tevegelt egy irgalmas szamaritanus, aki egybdl latta, hogy valami nagy gond
szakadt a sracokra. Megkérdezte, majd nevetve kdzOlte, hogy mi sem egyszeribb ennél.
Fogta a sajat tevéjét és bevezette a 19 teve kozé. (Igy lett 20.) Majd szélt a legidgsebb fitinak,
hogy csoportositsa a tevék felét (10), a kozépsdnek, a negyedét (5), végll a legkisebbnek, hogy
vigye el a tevek otodét (4), és mivel 10+5+4=19 ezért az utolso lépésként fogta a sajatjat és
tovatevegelt... ©

Na persze, az osztozkodds megtortént, Ggy tinik, hogy még a vegrendeletet is
betartottak, vagy mégsem? Hat persze, hogy nem, hiszen a 19 teve fele az mégis csak

19-% =9,5 és nem 10 ahogyan kapta, a negyede az 19-% =4,75 és nem 5 ahogyan kapta, €s

az Otode 19-%=3,8 és nem 4 ahogyan kapta. A fiuk ellenben 6rvendhettek, mert a tevék

feldarabolasaval nem volt vérontés... ©
Annak ellenére, hogy a feladat ,,megoldasa” nem helyes, mégis van beléle egy roppant
egyszeri tanulsag: a szamaritanus hozott 1 tevét...majd a végén el is vitte azt az 1 tevét.

Hogy ez a tény mire j0? Nézziik csak a kdvetkezé matematikatorténeti feladatot:
1.feladat:
Volt egyszer Indiaban egy Shehran nevii Kiraly, aki mindeneken uralkodott, csak sajat unal-
man nem. Reggel, délben, este, egész nap, folyton csak unatkozott. Annyira unta magat, hogy
végiil is belebetegedett az unalomba. Agynak délt, felakadt a szeme, mintha haldoklana.
Sessa ebn Daher, az udvari bolcs, megsajnalta urat és hogy unalmat eliizze, feltalalt egy jaté-
kot: a sakkot.
Ez a jaték csodat mivelt. Alig jatszotta le a kirdly az elsé jatszmat, maris felépdilt.
- Mit kivansz jutalmul? - kérdezte Shehran.
- Tégy a sakktabla elsé kockajara egy buzaszemet, a masodikra kettét, a harmadikra négyet és
igy tovabb, minden kockara kétszer annyit, amennyi az elétte Iévén volt - mondta Sessa ebn



Daher.

- Amennyire a buzaszemek szdma a dupldzas folytan a 64 négyzetre né, annyi

blzaszem legyen a jutalmam.

- Szerény kerés! - mosolygott a kiraly. - Beszéded mindazonéltal rejtvényesnek hat ...

- Fejtsd meg a rejtvényt és megtudod, hogy talalmanyom megfizethetetlen! - valaszolt a bolcs
még rejtélyesebben.

Shehran erre eléhivatta tuddsait, hogy oldjak meg a talanyt.

Azok neki is alltak és kiszamitottdk, hogy ha a kerést teljesiteni akarndk, akkor hany
blazaszemet is kell adjanak. Szamitsuk ki, mennyi is ez?

Megoldéas: Hamar belatjuk, hogy az 6ssz blzaszem mennyiség éppen

X=1+2+2%+..4+2%

Sok feladat megoldasanal talalkozunk azzal az 6tlettel, hogy egy kifejezéshez adjunk
hozza valamit és vonjuk is le ugyanazt, ezzel ugyanis nem valtozik a kifejezés értéke,
akarcsak az elébbi torténetben a szamaritanus a tevékkel (teveszabély © )!

A Kiszamitand6 0sszeghez adjunk hozza 1-et és vonjunk is ki 1-et. Rendre ezt kapjuk:

X=14+424+2° 4. +2%=1414242°+..+2% -1=242+4+8+..+ 2% 1=
=44+4+8+16+..+2% -1=4+4+8+16+...+2% —1=... és végil azt kapjuk, hogy
x=2%42%-1=2.2%-1=2% -1,

Egy méasik megoldas- ugyancsak teveszabéllyal- az, hogy az egész miiveletet atirjuk a
2-es szamrendszerbe, ott elvégezzik a muveletet, majd az eredményt visszairjuk a 10-es
szamrendszerbe: x=1+2+2?+..+2%=111..11, = 111...11, +1-1=100...0, -1=2% -1.

Tehat mindkét esetben x = 2% —1 = 18.446.744.073.709.551.615 blzaszem adodik!
azaz 18 trilli6 446 744 billio 73 709 milli6 551 ezer 615 bulzaszemet kellene Sessa ebn
Dahernek adniuk, olyan hatalmas mennyiségii gabonat, amellyel 9 mm vastagon
beborithatndk az egész foldgolydt. Tehét a talalmany valéban megfizethetetlen.

Ez az alkalmazott 6tlet, amilyen egyszeri, olyan nagyszerti, mert a matematikaban a
feladatok megoldasa sordn nagyon sokszor alkalmazzuk azt, hogy egy adott kifejezéshez
hozzaadjuk és kivonjuk ugyanazt a mennyiséget (vagy forditott sorrendben). Ezt az egyszeri
eljarast hivjak teveszabalynak ©.

A tovébbiakban egy egész ,csokor” olyan feladatot mutatunk be, amelyet a
teveszabaly nélkil talan meg sem tudnank oldani! Ezek a tipust feladatok a matematika
minden terlletén, és az 5.-12. osztalyos matematikai tevékenység soran mindenutt fellelhetok.

2. feladat:

Miért nem lehet az a =1234" +8765%*" szam primszam?
Megoldéas: Hozzunk méris a tevét © , vagyis adjunk hozza 1-et és vonjunk is Ki 1-et:
a=1234*" 1 8765"*" +1-1=1234%"% _14+8765"*' +1. Mivel x"—y" =M (x—Y), ezért

1234 —_1=M (1234 -1) = M1233=M9, és mivel x*"" +y*"' =M (x+Y), ezért
8765 +1=M(8765+1)=M8766=M9, tehat a=M9.
3. feladat:
Ha a,ne N"—{1} igazoljuk, hogy (a” —1)§(a—1)2 < ni(a-1).
Megoldas: irjuk fel a kdvetkezéket:
a"—-1= (a—l).(a”’1 +a"t+a" a+1) és nyilvanvaléan (a" —1):(a—1). Elegends és

sziikséges is igazolni, hogy (a”’1 +a"?+a"+...+a +1)§(a ~1) Most egy egész
tevekaravanra lesz sziikségink © ! Felirhatok a kovetkezok:
a"t+a"t+a . ra+l=(@"" -D+@ 7 -D+@*-D+..+(@-D+@1-D)+n-1=



=M@-D)+M(@a-)+M@-1)+..+M@-1)+n=M(a-1)+n, tehat
(" +a"?+a"? +...+a+1)§(a—1) < ni(a-1).

4. feladat:
Hatarozzuk meg azokat a p, q pozitiv egész szdmokat amelyekre az a = 4" +6° oszthat6 10-el.
Megoldas: a= paros, ezért maris oszthat6 2-vel. Tovabbd az x"—y" =M (x-y)
dsszefiiggésben az x= a+b és y= b vélasztassal (a+b)" = Ma+b"minden a,be N esetén.
Ekkor 6° =(6-1+1)" = (5+1)°* =M5+1, és hasonlban felirhatd, hogy
4° =(4+1-1)" =(5-1)°" =M5+(-1)", tehat a=M5+(-1)° +1 és ez csakis akkor

tobbszordse 5-nek, ha p paros szam, q pedig tetszéleges pozitiv egész szam.
5. feladat:

Igazoljuk, hogy az E = 2222 4 5555%% szam oszthato 7-tel.

Megoldas: Ezuttal egy teve nem is lesz elég © ! Nézzik a kovetkezoket:

E — 22225555 +55552222 — 22225555 + 45555 _45555 +55552222 + 42222 _42222 —

= (222255 + 4% 1 (555572 — 4222) _ (455 _ 4%2) = 3 + b —c . Lathat6, hogy

a = 2222555 4 4555 _ \[ (222 + 4) = M 2226 = M 7 , tovabba

b = 5555%%* — 4%?%? = M (5555—4) = M 5551 = M 7, valamint

C = 4555 _ 4222 — 4222 (4% _1) = 422 (64" _1) = M (64-1)= M7, tehat A=a+b-c=M7.
6. feladat:

Igazoljuk, hogy az 10101 szam minden szdmrendszerben oszthatd 111-el!

Megoldas: Mivel 10101« = X* + x* +1 és 111« = x* + x+1, ezért azt kellene igazolni, hogy

X"+ x> +1:x* + x+1. Nos, most van sziikség a tevére © ! Felirhatjuk, hogy:

X X +1=x 4+ X1+ X=X = (X + 22 +D) = x> = (X +D)° = X* = (X + X+ D(x* = x+1).
7. Feladat:

Miért nem lehet az n* +64 szam primszam, egyetlen ne N esetén sem?
Megoldéas: Méris hozzuk a tevét © ! Felirhato, hogy:

n*+16 =n*+64+16n> —16n* = (n° +8)* — (4n)* = (n* + 4n+8)(n* —4n +8) és az egyik
szorzbtényezé sem egyenls 1-gyel.

8. feladat:

irjuk fel a kovetkezé halmazt: A= {x e N|x :4_nz’ neN }
n+
Megoldas: Ujbol sziikségiink van a tevére © ! Felirhatd, hogy:
4n 4n+8-8 8 .
= = =4— eN,han+2e {J_rl, 12,44, J_r8} ahonnan a természetes
n+2 n+2 n+2

szamok: ne {0,2,6} ,tehat A= {0,3, 4}.

9, feladat:

Szamitsuk kiaz S =1-142-2+...+n-nl=> k-k! 6sszeget, ha ne N .
k=1
Megoldas: Megint sziikségunk van az 1 tevére © ! Mivel
kK-k!=(k+1-Dk!=(k +Dk!-k!=(k +1)!- k!, ezért
S=Q2+-1)+@-2)+...+(n+D*~nH)=(n+D-1
Megjegyzés: Teljesen hasonléan szamolhaté ki a kdvetkez6 0sszeg is: S = ﬁ
= (k+1)!



10. feladat:

Igazoljuk, hogy minden x, y valds szamra igaz, hogy Hx| —|y” <|x-y|.

Megoldas: Bizonyitani kell tehat, hogy —|x—y| <|x|—|y|<|x-y|, vagyis |x| <|x - y|+]y| (1)
és |y| <|x|+|x—y| (2). Es maris hozzuk a tevéket ©! A hdromszog egyenldtlensége alapjan
felirhatd, hogy: |x|=|(x+y)—y|<|x—y|+|y]|, illetve |y| =|(y —x) + x| <|x| +|x—y|, ezzel az
(1) és a (2) bizonyitott.

11. feladat:
Legyenaz (a,),.,,(b,),., két olyan valos szamokbdl allé sorozat, amelyre
|a,,, —a,| <b,,, —b, ¥ne N" esetén. Igazoljuk, hogy akkor minden n,k € N esetén igaz,
hogy |an+k _an| < |bn+k - bn| :

Megoldas: Hat ezuttal egy egész tevekaravant kell hoznunk © ! Ugyancsak a haromszég
egyenlétlensége alapjan felirhato, hogy:

|an+k - an| = |(an+k - a‘n+k—1) + (a‘n+k—1 - a‘n+k—2) + (a‘n+k—2 - an+k—3) +ot (an+1 - an)| <

< |an+k - an+k—1| +|an+k—1 - an+k—2| +|a‘n+k—2 - a‘n+k—3| +... +|ah+1 - a‘n| <

< (bn+k - bn+k—1) + (bn+k—1 - bn+k—2 ) + (bn+k—2 - bn+k—3 ) +..t (a‘n+1 -4, ) = bn+k - bn < |bn+k - bn| :
12. feladat:
Hozzuk kanonikus alakra az f (x) =ax*+bx+c, f : R > R masodfoku fiiggvényt, ahol a, b,

c val6s szamok, és a nem nulla.
Megoldéas: Most is szilksegunk lesz egy furcsa tevére © ! Megprobalunk eréltetve is teljes
négyzetet kialakitani:

f(x)=ax2+bx+c=a(x2+9x+£j=a(x2+2£x+£j: =a(x2+2£x+£j=
a a 2a  a 2

, b 2 p2 ¢ b)Y b ¢ b)Y A
=a| X +2—X+t——————|=a| | X+—— | ———— [=a| | X+ | ——— |=
2a 4a° 4a° a 2a 4a° a 2a 4a

2
=a(x+£j A ahol A =b”*-4ac .
2a 4a

13. feladat:
sin 2x

sinX+cosx+1
Megoldés: Ezuttal elégge alcazott tevére lesz sziikség © ! Rendre felirhato, hogy:

. . . . . 2
sin2x =sin 2x+1—1=2sin XCoS X +Sin® X + €0s* X —1 = (sm X+ CO0S x) -1=

Egyszerisitsik le a kdvetkezé tortet: T =

=(sin x+cos x)2 —1=(sinx+cosx+1)-(sin x+cosx—1). Tehat
T (sinx+cosx+1)-(sinx+cosx—1)

sin Xx+cosx+1
14. feladat:
Legyen (x,),.; pozitiv szamokbol allé sorozat. Igazoljuk, hogy

=sinX+cosx—1.

n Xk
3= kZ;, @) o)



Megoldas: Maris hozzuk a tevét © ! Felirhatd, hogy

X, B X, +1-1 B
A+ X)L+ %) d+%)  @+x)1+%)..0+%)
B 1+x, 1 B
T @)L %)@ %) @EX)LH X)X
1 1

- - =a, —a,. Ezént
A+ x)A+ %) A+ % ) @+x)A+X,)...A+x,)

% 1
Szl—iJrZ(aH—ak):l—an:l— <1.
1+ - A+ x)A+X,)...(1+x,)
15. feladat:
Az (x,),.; valos szamokbol allé szamsorozat teljesiti a kovetkezo rekurzios dsszefuggést:

X, =2X,+1 s x, =a > 0. Keressiik meg az altalanos tagot megado képletet.

Megoldas: Megint sziikséglink van a tevére © ! Végezzik el a kdvetkezé miiveleteket:

Xp =2X, ¥l X, =2(X, +1-D)+1< X, =2(X, +1) -1 x,,, +1=2(X, +1) . Vezessuk be
+1=2(x,+) = Vv,, =2y,

n+1

most az x, +1=y, jelolést minden k e N™ esetén. Ekkor x

n+1
yk+1 _ A = yk+1 _ o yn __ ~on-1 _ n-1 _ n-1

ahonnan =2 =2, ezért [[ 22 =[[2L=2"" oy, =y,- 2" & X, +1=(x +1)-2"",
yk k=1 yk k=1 yl

ahonnan x, = (a+1)-2""—1 minden ne N~ esetén.

Megjegyzés: Vegylk észre, hogy a teveszaballyal az x ., =ax, +b; a,beR",a=1

altaldnosabb alaku elsérendii lineéris rekurzid altalanos képlete is meghatarozhato, ha ugy

+a =a(x, +a) legyen, ahonnan o =L.

keressiik az a valos szamot, hogy x 1
a_

n+1

16. feladat:
Szamitsuk ki a kdvetkez6 hatarértéket: L = limsin? (m/n2 + n) .

n—oo

Megoldas: A feladat alig ha oldhaté meg teveszabaly nélkdil, és a teve valasztas sem konnyii !
Mivel sin(x+ ) =—sin x, ezért felirhatd, hogy: L = limsin? (m/n2 +n—-nz+ nn) =
n—oo
= limsin? (n(\/n2 +n-— n)): limsin? {n
n—oo

n—oo

___n =Iimsin2(£j=1.
Jn®+n+n)) " 2

17. feladat:
Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértéket: L =limn-(Y/3-42).

Megoldéas: Most nagyon jol felhasznalhat6 az, hogy a teve jon is, meg megy is © !
Rendre felirhato, hogy:

Lzmn-(%—@)=Li£gon.(Q/§—V§+1—1)=mn-[(£/§—1)—(@—1)}=

=Iimn-({‘@—1)—limn.(Q@—1)=In3—ln2=lng

18. feladat:

n
n n
Szamitsuk ki a kovetkezo hatarértéket: L =lim (@;ﬁ} .
n—oo
Megoldas: Teve nélkiil nem is indithatjuk el a feladatmegoldas © ! A feladatot az e-szamra
kell visszavezetni:



Y3+82-2

n

=lim

n—oo

=lim

n—oo n—w

2
(1—'— Q/é _|_Q/§_ 2}%#\752
2

L=Iim(1+\n@jﬁ—ljn (1+%j

 BE2 Slimn@3-D+limn(¥z-D)
Megjegyzés: Majdnem minden e-szammal megoldhaté feladatnal alkalmaznunk kell a
teveszabalyt, ugyanis mindig egy 1-essel kell kezd6djon a képlet, ezért kell hozzaadni majd

kivonni 1-et.

19. feladat:
, . ANt s . . sinzX
A I’Hospital szabaly nélkil szamitsuk ki: L = I|rr11 1
X—. X_
Megoldas: Itt is egy tevére lesz szilkség © ! Figyelembe véve, hogy sin(x+ ) =—sin x
felithato, hogy: L = limS"FX _ i SINEX =+ 7) __ppp Sinz(x=D) _
x>l X =1 x—1 X—-1 x—1 X=1

20. feladat:

1-cosx-cos2X

Szamitsuk ki a kdvetkezd hatarértéket: L =lim >

x—0 X
Megoldés: Megint jol atgondolt tevére lesz szilkkség © ! Rendre felirhatjuk, hogy:
. 1-cosx-cos2x ,. 1-COSX-COS2X+C0SX—COSX ,. (1—cosXx)—cosx(l—cos2x)
L=1lim > =lim > =lim : =
x—0 X x—0 X x—0 X
2in? X
. 1-cosx . 1-cos2x . <5 . 2sin®x 1 3
=lim —limcos x: ———=1im —1 =——2=——
x—0 X2 x—0 )(2 Xx—0 )(2 x—0 X2 2 2
21. feladat:

Vezessik le a tort derivalasi szabalyat, vagyis a kdvetkezo képletet:

( f j (Xo) — f (Xo)g(Xo)_ f(Xo)g (Xo)

9%(%)
Megoldas: Nagyon nagy sziikségink van egy jo tevére © ! Rendre felirhatd, hogy:
‘ fF(x)  f(x)
(i} (Xo) = lim g(X) g(XO) = lim f(X)g(XO)_ f(XO)g(X) —
e X=X =% (X—=%)9(X)9(X,)
= lim 1 f(X)g(Xo)_f(Xo)g(X)+f(Xo)g(Xo)_f(Xo)g(Xo)=
=% g(X)g(%,) X=X
=i 1 |: f(X)_ f(XO) g(XO)_ g(x)_g(xo) f(XO) — f (Xo)g(xo)z_ f (Xo)g (XO) .
x=>% g(X)g(X,) X=X, X=X, g°(x,)
22. feladat:
. — . . 3x* -2
Szamitsuk ki a kdvetkezo integralt: | = j —dx
4x°+1

Megoldas: Felirhatjuk, hogy:



j —J '[ 22 dx =3 —d -2 —dx 3l,—21,. Most az
4x* +1 4x° +1 4x°+1 4x* +1 4x* +1

elsé integralban egy jol valasztott tevére van szilkség © !
_ J‘4X +1- 1 _ J‘4X +1 __J'
4x% +1 4x*+1 474x°+1

=—j ——j4x == 1, Tehat

I =31, -21, 3—X—E %dx:s—x—garctg(2x)+c
4  274x°+1 4 8

23. feladat:

Szamitsuk ki a kdvetkezo integrélt: 1 = 4dx
X +2X+2

Megoldas: Vegyuk észre, hogy az integral alatti fliggvény mar elemi tort, tehat nem lehet
tovabb bontani. Valami mast kell csinalnunk. Espedig figyeljik meg, hogy

(X*+2x+2)'= 2x+ 2. Ebbol kifolyélag szlikségunk van egy életmenté tevére © ! Felirhato,
2X+2-2 _l.[ 2X+2 __.[
X2 +2X+2 29 x* +2x+2

Il=J4x2+1 "4 I4x 1

hogy: | = E

2~[x +2x+2 B Ix +2x+2 _E dx=

j(x +2x+2) j;zdleln(xz+2x+2)—arctg(x+1)+C.
X2 +2X+2 (x+D)°+1 2

Ezzel befejezziik a példazddast, azzal a reménnyel, hogy a kivélasztott feladatok
kelléen sokszintiek, valtozatosak, érdekesek és tanulsagosak voltak. Tovabba
elgondolkozhatunk azon, hogy amig a teve bekdtése, a szamolasok elvégzése és a teve elvitele
a feladatnak egy hibas megoldasédhoz vezetett, addig a megoldott feladatok soran ugyanazon
mennyiség hozzdadasa, és elvétele mégis helyes matematikai szamitasokhoz vezetett.
Erdekes, nem de?



