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A Venn-diagram és a logikai szita alkalmazasai
TUZSON ZOLTAN

Az adbraknak nemcsak a geometridban van fontos szerepiik, hanem a legkiilonbo-
z6bb feladatok megoldasdban is segithetik a kiinduldsi adatok elrendezését, Gssze-
fiiggések felismerését, megkonnyithetik a feltart osszefliggések késébbi felidézését
és ellendrzését.

A matematika kiillonb6z6 teriiletein mér régéta hasznédlatosak az tgynevezett
Venn-diagramok, a halmazok kozotti kapcsolatok, viszonyok szemléltetésére, adott
tulajdonsiggal rendelkezd halmazok és azok szdmossdgénak (elemei szdmdnak)
meghatdrozasara, valamint egyes &llitasok logikai értékének megallapitasara, lo-
gikai kovetkeztetések vizsgdlatéra (ezért is nevezik ezeket még halmazabréknak is).

Egy Venn-diagramot korokkel, vagy mas zart gorbékkel, vagy ennél altalano-
sabb alakzatokkal, példaul n egyszeri zart gorbével adunk meg a sikon. Minden
gorbe belseje valamilyen halmazt abrazol, a zart gérbén kiviil es6 rész pedig annak
komplementerét.

Az {Aq, As, ..., A, } gorbecsalddot Venn-diagramnak nevezziik, ha a gorbék a
sikot pontosan 2™ diszjunkt tartomanyra bontjak, és a tartomanyok megegyeznek
az Osszes lehetséges X1 N X N ... N X alakd halmazzal, k € {1,2,...,n}, ahol
minden X; helyére az A; egyszerii, zart gorbe belsejét vagy kiilsejét irhatjuk, i €
{1,2,...,n}.

A korvonalakrol az egyszeri zart gorbékre torténo dltalanositas okara nyomban
ravilagit az aldbbi észrevétel, mely mar Venn 1880-as dolgozatdban megtalalhato:
Barmely diagramban legfeljebb hdrom kérvonal fordulhat eld.

A bizonyités lényege: n darab korvonal a sikot legfeljebb n? —n+ 2 részre osztja
(v.6.[1]). Ezért a Venn-diagram értelmezése alapjan kovetkezik: n < 3. Az n = 1,
n = 2 és n = 3 eseteknek megfelels diagramok a sikot rendre 2!, 22, 23 részre

Py

osztjak, lasd a kovetkezd abrakat:
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Masfajta gorbékkel barmely n értékre lehet n gorbét tartalmazé Venn-
diagramot késziteni (14sd ugyanott). A probléma ellenben ott van, hogy az n > 3
szam novekedésével az dbrak egyre bonyolultabbak, nehezen hasznalhatdék felada-
tok megoldasara. Nézziink néhanyat n = 4 esetén:

AN

Mind a négy abra a sikot 16 diszjunk tarto-
manyra osztja, mind a négy eset altaldnosithaté n >
4 esetén is, a masodik talan a legegyszeribb és a leg-
kozelebb all a korrel alkotott diagramokhoz, hiszen
ez ellipszisekkel késziilt. A harmadik a ,kifli” alak
miatt altalanosithaté n > 4-re, a mellékelt abran
lathaté az n = 5 eset. A negyediket téglalapokbdl
készitettiik.
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Emlitésre méltok Edwards konstrukciéi, aki a Venn-diagramot gémbfelszinen
késziti el, majd kivetiti a sikba. Az elsé hdrom halmazt harom egymaést metsz6 6-
kor hatarolja, a negyediké meg gy kanyarog, mint teniszlabdan a varrat. A vissza-
vetités utdn fogaskerék alakd halmazok keletkeznek, ahol minden egyes tovabbi
halmaznak egyre tobb foga van. Ime néhdny konstrukcié (v.6. [2]):

1N

TN
| (SR (S

Konnyen belathato, hogy n > 3 esetén az egyes tartomanyok azonositasa mér
koriilményes.

Az elkdvetkez6kben bemutatjuk e diagramok néhdny alkalmazési lehet&ségét.
Egyik azonnali alkalmazéasat az igynevezett logikai szita-formulak képezik.

A tovédbbiakban jelolje | X| az X halmaz elemeinek a szdmat (szdmossdgit). A
kétkoros Venn diagram segitségével latjuk, hogy ha két halmaz elemszamat ossze-
adjuk, akkor a metszet elemeit kétszer szamoljuk, igy az unié elemszamara kapjuk,

hogy
(1) |AUB|=|A|+ |B| - AN B|.

Tovabbé, ha X C S, akkor nyilvdnvald, hogy |S — X| = |S] — | X, és most az
X = AU B vélasztéssal, az A, B C S feltételekkel, az (1) alapjan kapjuk, hogy

(1) |5 = (AU B)| = |S] = [A] = |B| +[AN B].

Az (1) és (1') osszefiiggéseket masodrendii szita-formuldnak hivjuk (a logikai szitdra
még haszndlatos a tartalmazés-kizards formula elnevezés is).

Hasonl6 Gsszefiiggést dllapithatunk meg harom halmaz esetén is, ha a harom
koros Venn-diagramot kovetjitk. Ez alapjan felirhatd, hogy

(2) JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—-|CNA|+|AnBNC|.

Az elobbiek mintajara, az A, B,C C S feltételek mellett levezethet6 a kovetkezo
Osszefliggés is:

(2") |S—=(AUBUC)| = |S|—|A|-|B|-|C|+|ANnB|+|BNC|+|CNA|—-|ANBNC|.
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A (2) és a (2') képezik a harmadrendd szita-formuldkat. Természetesen a szita-
formula érvényes marad haromndl tobb tag esetén is. Ennek az altalanos alakja:

U

=1

n
=D A= D0 A4+ D AN AN Ay
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

n

A

i=1

(3)
R (_1)n+1

és tovabba
‘5—(UAi)‘—|5|—Z|Ai|+ > JAin Ayl
i i=1 1<i<j<n

= > JAINA N A+ (-2

1<i<j<k<n

i=1

A (3) ésa (3') n-ed rendi szita-formuldkat példaul teljes indukeiéval bizonyithatjuk.

A tovébbiakban olyan alkalmazasokat mutatunk be, amelyeknek a megoldasa
Venn-diagrammal és a szita-formuldval egyardnt elvégezhetdk, de mutatunk olyan
feladatokat is, amelyeknél az egyik vagy a méasik mddszer elényosebb.

1. feladat. Egy fagyisnal csoki és vanilia fagyibol lehet valasztani. A fagyisnal 11-
en allnak sorban, koziiliikk 5-en kértek csokis fagyit. Vaniliat 3-mal t6bben kértek
mint csak csokist. Hanyan kértek csoki és vanilia fagyit is?

Megoldas. Jelolje Cs azok halmazat, akik csoki, V azokét, akik vanilia fagyit
vasaroltak. Készitsiik el a mellékelt dbran lathaté Venn-diagramot. Legyen z =
|Cs N V|, akkor |Cs — V| = 5—xés |V — Cs| = 8—u, ezért az (5—x)+x+(8—x) = 11
egyenletbdl z = 2. Tehat ketten kértek csoki és vanilia fagyit is.
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2. feladat. Hanyféle képpen alakithatunk ki 6 betlis szavakat az a, e, m, o, u, y
betiikkel ugy, hogy ne tartalmazzédk a me és you szavakat?

Megoldas. Legyenek

S = az Osszes sz,

A = a me-t tartalmazo szavak,

B = a you-t tartalmazé szavak.
A szitaképlet: |S — (AUB)| = |S|—|A|—|B|+|ANBJ. De |S| = 6!, |A] = 5! (mert
s,me, a, 0, u, y” szdma 5), |B| = 4! (mert ,you, a, m, €’ szdma 4), |AN B| = 3!
(mert a ,me, you, a” szdma 3). Tehdt a valasz: 720 — 120 — 24 4+ 6 = 582.
3. feladat. Az osztélyban 38 tanul6 van. Mindenki {izi a kovetkez6 sportdgak va-
lamelyikét: atlétika, roplabda, 1szas. 19-en atletizalnak, 21-en roplabdaznak, 12

tanulé uszik; 7 tanuld atletizal és roplabdézik, 6 tanulé atletizal és tszik, 3 tanuld
roplabdézik és uszik. Hany tanuld {izi mindharom sportot?

A R

O

U

Megoldas. Legyen |A N BN C| = x és bentrél kifele haladva toltjiikk ki a halma-
zabrat, majd Osszegezziik a benne lathaté kifejezéseket:

M+z)+6+2)+B+2)+(7T—2)+B—2)+(6—2)+2=38 = =2
Szita-formulaval is dolgozhatunk. Legyenek:
A = {atlétizalok},
R = {réplabdazok},
U = {uszdk}.
Tehat felirhatd, hogy:
[AURUU|=|A|+ R+ |U|—|ANR|—|RNU|—|UNA|+|ANRNU|.
Beirva a szdmossagokat kapjuk, hogy: 38 =19+214+12-7-3—-64+|ANRNU],
vagyis [AN RNU| = 2 tanulé {izi mindhdrom sportot.
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4. feladat. Egy 24-es létszamu sportosztaly tanuldi négy sportagban szerepelnek:
kézilabdaznak, fociznak, jégkorongoznak és kosarlabdaznak. Minden tanulé spor-
tol, de senki sem szerepel ketténél tobb sportdgban. Tudjuk, hogy 9-en nem kézi-
labddznak, 11-en nem fociznak, 16-an nem jégkorongoznak, 12-en pedig nem ko-
sarlabdaznak. Tudjuk még, hogy 10-en fociznak, de nem kosaraznak, 11-en pedig
kézilabdaznak, de 6k sem kosaraznak.

Hanyan, és milyen Gsszetételben {iznek két-két sportagat?

kézilabda foci

! e

d f

jégkorong

kosarlabda

Megoldas. A feltevésbdl azt kapjuk, hogy 24 — 9 = 15-en kézilabddznak, 24 —
11 = 13-an fociznak, 24 — 16 = 8-an jégkorongoznak, 24 — 12 = 12-en pedig
kosarlabdaznak. Mivel 15 4 13 + 8 4+ 12 = 48, és ez az Osszes tanuldék szamanak
a 2-szerese, kovetkezik, hogy mindenki pontosan két sportdgban vesz részt, mert
senki sem szerepel 2-nél tobb sportdgban. Az dbrdn lathaté halmazok az egyes
sportagakban szereplo tanuldkat jelolik, a betlik pedig a két-két sportagat {izék
szamat jelentik, a kovetkezOképpen:

a — kézilabda-foci; b — kézilabda-jégkorong; ¢ — foci-jégkorong;
d — kézilabda-kosarlabda; e — jégkorong-kosarlabda; f — foci-kosarlabda.
Ekkor

(1) a+b+d=15,
(2) a+c+ f=13,
(3) b+c+e=8,
(4) d+e+ f=12,
(5) a+ c =10,

(6) a+b=11.

Az (1) és (6) egyenl8ségbdl azt kapjuk, hogy d = 4, a (2) és (5) alapjén f = 3, a
(4) alapjén e = 5. 12-en nem kosaraznak, tehdt a + b + ¢ = 12, de a + ¢ = 10, {gy
b =2, (5)-bdl és (6)-bél a =9 és ¢ = 1.
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5. feladat. Ha n = 2!0.311.57 akkor hatdrozzuk meg a ¢(n)-net, az n-nél kisebb
és n-nel relativ prim szadmoknak a szamat.

Megoldas. A keresett szamok nem oszthatok se 2-vel, se 3-mal, se 5-tel. Ezek
szamat megkapjuk, ha a szamok szamabdl kivonjuk a 2; 3; 5 kozul legalabb eggyel
oszthatdk szamdt. Legyenek rendre

A={keN:k<n, 2|k},

B={keN:k<n, 3|k},

C={keN:k<mn, 5|k}
Tehét az n primtényezds alakjat figyelembe véve, |[A| = n/2, |B| =n/3, |C| = n/5,
|[ANB| =n/6, |BNC|=n/15, |CNA| =n/10és |AN BNC|=n/30. A logikai
szita alapjan:

pn)=n—-]AUBUC|

=n—(|Al+|B|+|C])+ (JANnB|+|BNC|+|CNA|)—|ANnBNC|
n n n n n n n
0

“"TRT3TETE T 0T %

1 1 1 1+1+1+1 1
n{1—————-—— —_ _ _—— — =
2 3 5 6 10 15 30

~(-(-(-)

Megjegyzés. Eszreveheté, hogy az el6bb kapott eljaras és eredmény altalanosit-

haté, ugyanis ha az n szdm primtényezds felbontdsa n = pi" p5? - - - pi*, akkor

o =n(1-5) (5) (5

6. feladat. (Eicserélt levelek) Hényféleképpen helyezhetiink el 4 kiilonb6z6 em-
bernek irt levelet 4 nekik megcimzett boritékba gy, hogy semelyik levél se a jé
cimzéshez keriiljon?

Megoldas. Legyen A; azon esetek halmaza, amelyben az i-vel jelolt cimzett (i €
{1,2,3,4}) megkapja a levelet. Ekkor |A4;| = 3!, |A;NA,;| =2, |[A;NA; N Ag| =11,
hiszen ha hdrom levél jé helyre megy, akkor a negyedik is, |A; N As N AN Ay| = 1.
A logikai szita alapjan

4

U

i=1

4
=D A=) AN A+ ) AN AN Akl — [Ar N Ay N Az N Ay
i=1

1 1 1 1
- 1. —_ 2. 3. — 4— [ — [ —
=Cl3l—C2- 24031 04_4!(1! 5T 4!).
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A kérdésre a valasz pedig:

1
a4:4!—|A1UA2UA3UA4|:4!(1—ﬁ+§—§+ >=9
Megjegyzés. Eszrevehetd, hogy az elébb kapott eljaras és eredmény altalanosit-

haté n boriték esetén is, amelyre a vélasz

111 1
—nl — - _ —1\yr—_
a”_”'<1 TR TR I ) n!>'

7. feladat. Hatarozzuk meg azokat a pozitiv, egynél kisebb irreducibilis torteket,
melyek azzal a tulajdonsdggal rendelkeznek, hogy a szamlalojuk és a nevezGjik
osszege 2001.

Megoldas. Azon pozitiv, egynél kisebb torteknek a szama amelyeknek a szamla-
16juk és a nevezojiik 6sszege 2001, éppen 1000. Meg kell nézniink, hogy ezek koziil
hany irreducibilis. Ha ¢ egy ilyen tort, ahol a < b, a+b = 2001, legyen d egy kozos
osztéja az a-nak és a b-nek. Ekkor d|a + b = 2001, ahonnan d € {3,23,29}. Le-
gyenek A, B, C rendre azon 3 torteknek a halmaza amelyek rendre 3-mal, 23-mal,
29-cel egyszerusitheték. A logikai szita alapjan:

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANnB|—|BNC|—|CNAl+|ANnBNC|,

ahol [ANBNC| =0, mert 3-23-29 = 2001.

Ha 7 € A, akkor a = 3z, b = 3y és 3z + 3y = 2001 vagyis = +y = 667 és
0 < z < y természetes szamok. Ekkor = € {1,2,...,333}, igy megkapjuk, hogy
|A| = 333. Teljesen hasonlé médon meghatérozva a tobbi halmaz szdmossagat is
kapjuk, hogy |B| = 43, |C| = 34, és [ANB| = 14, [BNC| =1, |C N A| = 11. Igy
|[AUBUC| =333+43+4+34—14—1—11 = 384. Teh4t az irreducibilis tortek szdma
1000 — 384 = 616.

8. feladat. Hényféleképpen tehetiink be 30 szal virdgot 15 kiilonbozé szintl vazaba,
ha a virdgok kiilonboz6ek, és minden vazaba kell jusson legalabb egy virdg.

Megoldas. Az Gsszes lehetséges kiosztdsok halmazat jeloljik H-val, és legyen A;
azon kiosztasok halmaza amelyeknél az i-dik véza ires marad, 1 < i < 15. A jé
kiosztasok halmaza tehdt H —(A;UA3U. . .UA;5). Tovdbbd |H| = 1530, |4;] = 1430
(fiiggetlentil az i-t6l) hiszen virdgonként 14-féle képpen donthetiink (az i-edik véza
iiresen kell maradjon), |4; N A;| = 133° mert jelenleg két vdza tiltott (az i-edik és
a j-edik véza). Hasonl6képpen egy k-as metszetnek (15 — k)39 eleme van (k véza
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tiltott). Altaldban k-as metszetb6l Ck. darab van, ennyiféleképpen valaszthatjuk
ki a 15 vaza kozul a k tireset. A szita-formula szerint tehat:

30 30
H—(A1UAU. . .UAg)| = 153 " (=1)*Cl5-(15—k)* = Y~ (—=1)*Cf5-(15—k)™.
k=1 k=0

Megjegyzés. Eszrevehetd, hogy az elébb kapott eljaras és eredmény altalanosit-
haté p darab virdgszal és ¢ darab vaza esetén is, amikor is a valasz

> (=DFCE- (g - k).

k=0

9. feladat. Hanyféleképpen iiltethetiink le egy sorba 3 angolt, 3 franciat és 3 toro-
kot gy, hogy harom azonos nemzetiségi ne iiljon egymas mellé?

Megoldas. A logikai szita formulat alkalmazzuk hdrom halmaz esetén. Legyen

A = a 3 angol egymas mellet iil
F = a 3 francia egymas mellet iil

T = a 3 torck egymas mellet iil

Osszes iiltetési lehetéségek: 9!, [A| = |F| = |T| = 71-3, |JANF| = [ANT| =
|[FNT|=5!-31-3, JANFNT|=3!-3!-3!-3l Igy az

|S—(AUBUC)| =|S|—|A|—|B|—|C|+|ANB|+|BNC|+|CNA—|ANBNC|
szitaképlet alapjan a kért érték:
9l —C3-71-314+C5-5!-31.31 —C5-31-3!-3!.3.

Megjegyzés. Eszrevehetd, hogy az elébb kapott eljaras és eredmény altalanosit-
haté, ha 3-3-3 személy helyett k—k—k személyt vesziink, akkor az eredmény:

(Bk) —C3 - 2k + 1)K +CF - (k+2)! -kl - k! — O3 - K- K- k! kL
Ha pedig a 3 csoport helyett p csoportot tekintiink, akkor az eredmény:

(k) =Cp - (p—DE+ 1)K +C2 - (p—2)k +2)1 -kl Kl — -+ (=1)PCP k! - k! - - k!
(k+1)—tag
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10. feladat. 4 hazaspar hogyan helyezhet6 el egy kerek asztal koriil gy, hogy
hazastarsak nem keriilnek egymas mellé.

Megoldas. A logikai szita-formulat alkalmazzuk négy halmaz esetén. Az A; , 1 <
i < 4 halmazba azok a (szémunkra nem kedvezd) esetek keriilnek, amelyekben az
i-edik férj és feleség egymas mellett iilnek. Az Gsszes eset szama 7!. Ha egy hdzaspar
egymas mellett il (a tobbi lehet, hogy egymds mellett iil, lehet, hogy nem), akkor
az egymds mellett {il6 par C}-féle képpen valaszthaté ki, a par és a tobbi 6 ember a
kerek asztal koriil 6!-féleképpen iilhet le, és a par egyméshoz képest kétféleképpen
helyezkedhet el, tehat ezeknek az eseteknek a szdma C} -6!-2 A t5bbi eset hasonlé
médon szamolhaté ki. Az Gsszes esetek szama tehat:

7N—C}-6!-24+03.5!.22 - C3-41-28 4+ C} -3!-2.

Megjegyzés. Eszrevehetd, hogy az elébb kapott eljaras és eredmény altalanosit-
haté a 4 helyett k hazasparra, amikor az eredmény a kovetkezd lesz:

(k) = Ch - (2k—1)!1-24CF - (2k—2)1-2% — ...
+(=DFeEt (k4 1) 2 1 (—D)Roy - KL 2K

Befejezésiil megjegyezziik, hogy még sok mas egyszeriibb vagy nehezebb feladat
megoldhaté a bemutatott mddszerekkel.
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