Az A:1653. feladat altalanositasa

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

A MatLap 3/2006-os szimdban megjelent A:1653. szamu feladat a kdvetkezd:

’»

LValasszunk az 1, 2, 3, 4, ..., 2006 szdamoknak ,,+” vagy ,-" eldjelt gy, hogy a

+1+2+3+...+ 2006| szdam a leheto legkisebb legyen!”

Mivel hasonl¢ tipusu feladatok mds szakfolyoiratokban, konyvekben , versenyeken is
eléfordulnak, ezért érdemesnek lattuk, hogy a tanulék megismerkedjenek ezen feladattipusok
hatterével is, hiszen az alapotletet valtoztatva, szamos hasonld, vagy rokon feladat szerkeszt-
hetd.

Vizsgaljuk meg hét a sz6banforg6 feladat dltalanositasat!

Feladat: Adott n pozitiv egész szam esetén, valasszunk az 1, 2, 3, 4, ..., n szdmoknak ,,+”

vagy ,,-” elgjelt ugy, hogy az S,= |-|_‘1 +2+3+...+n| szdm a lehetd legkisebb legyen!

Megoldas: Prébalkozzunk sorra az n természetes szam legkisebb értékeivel: * 1 esetén +1=1,
t1x2esetén -142=1, * 1+ 2+ 3 esetén 1+2-3=0, £ 1+ 2+ 3+ 4 esetén 1-2-3+4=0,
+1+x2+3+4+5=(+1+3+5)+(=2+4)=paratlan+paros # 0, de 1+2-3-4+5=1,
+1+2+3+4+5+6=(=1£3%5)+(+2+4+6)=pdratlan + paros # 0 de -1+2+3-4-5+6=1.
Lathatd, hogy egyes esetekben az S, 0sszeg legkisebb értéke 1, mds esetekben 0.
Természetesen meriil fel a kérdés: milyen n pozitiv egész szamok esetén létezik a szamoknak
olyan ,.+” és ,,-” eldjeles megvalasztdsa amelyre a szobanforgé kifejezés 0, és mikor 17
Az eldz0 kisérletezéseink alapjan beldthatd, hogy a vélasz az n alakjatol fiigg, pontosabban
n= 1, n=2, n=5, n= 6 esetekben az S, legkisebb értéke 1, mig az n= 3, n= 4, és belathaté mo6-
don n= 7 esetekben az S, legkisebb értéke 0.
Ebbdl kifolyodlag, konnyen rdjohetiink arra, hogy a vizsgalatok sordn 1ényegesen meg kell kii-
16nboztetniink azokat az eseteket, amikor n rendre 4k, 4k+1, 4k+2 és 4k+3 alakok valamelyi-
ke (ke N). Tovdbba megfigyelhetd egy ugynevezett ,invaridns” ami a feladatok megoldésa-
nak a kulcsat jelentette: a-(a+1)-(a+2)+(a+3)=0 , barmely a szdm esetén. Erre alapozva az
alabbiakat bizonyithatjuk:
(1) Ha n = 4k alaku és k pozitiv egész szam, akkor:

|(1 -2-3+4)+(5-6-7+8)+...+((4k-3)-(4k-2)-(4k-1 )—4k))| =0

(2) Ha n = 4k+1 alaku és k nemnegativ egész szam, akkor:
| (£1+3+ .+ (@k+])+(£2+4+ . +4k)| = (2k+1)xpdratlan + 2kxpédros #0, ellenben
| 14(2-3-445)+... +((4k-2)-(4k-1)-4k+(4k+1))| = 1.



(3) Ha n = 4k+2 alaki és k nemnegativ egész szam, akkor:
| (£1£3+ ..+ (@k+D)+(£ 2+ 4+ . +4k+ (4k+2))l = (2k+1)xpdratlan + (2k+1)xpdros# 0,
ellenben az eldbbiekhez hasonldan felirhatd, hogy:
| -142+(3-4-5+6)+(7-8-9+10)+. . .+((4k-1)-4k-(4k+1)+(4k+2))| = 1.
(4) Ha n = 4k+3 alaku és k nemnegativ egész szam, akkor:
| (142-3)+(4-5-6+7)+. . .+(4k-(4k+1)-(4k+2)+(4k+3))| = 0.
0 han=4k vagyn=4k + 3

A leirtak alapjan a 4 esetet igy 0sszegezhetjiik: min S, = ] han=4k +1 vagy n =4k + 2

Az 1,2, 3,4, ..., n szdamoknak akkor és csakis akkor van olyan ,,+” vagy ,,-” el6jeles megva-
lasztasa amelyre S, = 0, ha n = 4k vagy n = 4k + 3 alakd. Az 1, 2, 3, 4, ..., n szdmoknak ak-
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kor és csakis akkor mincs olyan ,,+” vagy ,,-” eldjeles megvalasztidsa amelyre S, = 0, ha
n =4k +1 vagy n = 4k + 2 alakd, ellenben van olyan eldjeles megvélasztdsa amelyre S, = 1.

Az A:1653. feladatesetén n = 2006 = 4x501+2, és igy k=501, tehit az el6z6 (3)-as
esethez tartozik, miszerint | (£ 13+ ... £2005)+(+2+4+ ... +2004+2006) #0 hiszen az
eldjelek megvélasztasatol fiiggetleniil 1003xpératlan + 1003xpéros # 0. Ellenben az eldjelek
kovetkezd megvélasztasaval | -142+(3-4-5+6)+(7-8-9+10)+...+(2003-2004-2005+2006)| = 1,
€s ez a leheto legkisebb érték

Az altalanositott feladattal kapcsolatosan egy érdekes atfogalmazott feladat a kovetke-
z0: Hatdrozzuk meg azon n természetes szamokat, amelyekre az {1, 2, 3, ..., n} halmaz elemei
feloszthatok két diszjunkt A és B halmazba ugy, hogy a két halmaz elemeinek az Osszege
ugyanannyi legyen!

Az eldbbiekben bizonyitottak értelmében konnyen beldthatd, hogy ez a felosztas akkor
€s csakis akkor valdsithaté meg, ha n = 4k vagy n = 4k + 3 alaku!

Természetesen az érdekl6do Olvasd szamos mas rokon feladatot is szerkeszthet, ame-
lyek megoldésa éppen a fent lefrtakra tdimaszkodik.



