Tuzson Zoltan

Egy dltalanositott feladat térbeli analogja

1. Steiner egy tétele, amit alkalmazni
fogunk, a kivetkezo:

Ha & az A,, A5, ..., A, térbeli anyagi
pontrendszer silypontja, akkor a tér barmely
M pontjara igaz a kivetkezd Gsszefllgaés:

MAE + MAZ +...+MAZ =

: , =2) (1
= - MS? + B2 BT gz =R ()

Bizonyitds: A koordinata-geometria eszkis-
zeit hasznalva, legyenek az A, pontok koordi-
natai A{x;. v;, z;), barmely i € {1,n} esetén.

Az altalanossag csorbitasa nélkill elhelyez-
hetjiik a koordinata-rendszert (gy, hogy ennek
O kezdépontja pontosan egybeessen az S
stlyponttal, Ekkor az S stlypont koordinatai:
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S i=1 | i=1 : =1
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ahol az O=8 feltétel miatt 3 x, =Yy =
i=1 =1

n
=¥z =0, igy ha az M valtozé pont koordi-
i=1

natai Mix, v, z), akkor az f,(M)= MA? +
+ MAZ + ... + MA® jelslés bevezetésével a bi-
zonyitandd dsszefiigaés igy alakul:

LMY =S [0 =x2 + (= y )2 +(z -2 2] =
i=1

:r'J-l[.s-;'?+_l,r2 +22}+i{x?+y;z+zf2}=
=1
n- MS%+ f,(S),

és ezzel bizonvitasunk maris véget ért. (v.b.
12].)

Megjequzések:

1. A bizonyitisbél kénnyen leolvashatd,
hogy barmely § kiizépponti, tetszbleges suga-
ri gomb barmely M pontjara az fiM) tsszeg
allandb, hiszen az f{S) és az MS is allando.
Természetesen, ennek az alandonak értéke
mas-mas a kilénbbzd sugartt gdmbok esetén,
de ugyanazon gomb barmely pontjara az al-
land& értéke ugyanaz.

2. A bizonyitasbol az is kiderill, hogy a té-
tel allitasa, valamint az 1. megjeqyzés igaz ma-
rad az Ay, As, ..., A, sikbeli pontok esetén is,
csupan itt, a gémb helyett kérrdl van sz6. 56t
mi tébb, a tétel és a megjegyzés kiterjeszthetd
tetszéleges m-dimenzidji euklideszi vektortérre
is, igy pl. RM-re is (m = 2).

-

2. Az el6zo Steiner-tétel eqy alkalma-
zasa a kovetkezo:

Ha az S silyponttal rendelkezé sikbeli
(vagy térbeli) A,, A,, ..., A, pontrendszer
olvan tulajdonsagl, hogy létezik egy olyan S
kéizéppontd, K sugar( koér {gémb), amely mind
az n ponton athalad, tovabba. ha Q ennek a
kéirnek (gdmbnek) egy tetszdleges pontja, va-
lamint P egy tetszéleges r sugart, ugvancsak S
kiszépponti kér (ghmb) tetszéleges pontja, ak-
kor:

f(P) _ PA} +PA3+..+PA} _
Q) QAF +QAZ+. .+QAE

(5]

(2)
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Bizonyitds: Ezattal is feltételezzik, hogy
S =0. A tétel alapjan
£(Q=n-0Q*+3Y OA! =
i=1
=n-R¢+n-R*=2.n-R%,

tovabba

f,(P)=n-0P? + Eﬂﬂf

=n-r* +n- Rz-n {R2+r ).

Ez utobbi két dsszefiiggés aranyabdl pontosan
a (2) adadik.

3. Az altalanositott feladat a kdvetkezo
(v.b. [1]):

Ha eqy szabéalyos n oldali sokszég cstcsait
Ay, Ag-, ..., Anel, beirt kirének tetszéleges
pontjat P-vel, korillit korének tetszbleges
pontiat Q-val jeldljiik, akkor:

fP) _ PAI +PAZ+..+PA?
fn{{?:l QAI +Qﬂ2+ +QA2 (3)

1 ol
= =|1+cos? 2
2[ cos ﬂ)

'qi Br A|+‘.l

1. dbra

Bizonyitds: Az [1] bizonyitasatol eltérden,
a {Elﬁ alkalmazas segitségével bizonyitunk,

r,=0B;, R,=0A; pontosan a szabalyos n
oldalu soksztig be- illetve kéréirt kér sugara.

Az %ﬂ = ccs% alapjan a (2)-bdl a (3) azonnal
adodik.

4. Gondolatok a térbeli analog feladat
letezésérol

Sokak szamara természetesen merillhet fel
a kovetkezé kérdés: atviheté-e az altalanositott
feladat (3)-as Bsszefiiggése szabalyos poliéde-
rekre is? A kérdés megvalaszolasa el6tt lassuk
be, hogy a szabélyos sokszigek térbeli analog-
jai a szabélyos poliederek.

Mindezek mellett szembedtls az a teny,
hogy amig barmely n = 3 esetén létezik n olda-
li szabalyos sokszég, addig a térben csupan 5
szabalyos poliéder van: a szabalyos tetraéder,
a hexaéder (kacka), az oktaéder, a dodekaéder
&5 az ikozaéder.

A | szikité analogia” egyik magyarazata
talan az, hogy a szabélyos sokszigek és a sza-
balyos poliéderek definiciGjat nem ugyanazon
axiomak adjak, hanem csupan analog elemek
kozétt analog viszonyokkal (relaciokkal) van-
nak definialva.

(D) A szabalyos sokszbg olyan soksziig,
amelynek minden oldala és minden szige
egybevago (kongruens).

(D,) A szabalyos polieder olyan poliéder,
amelynek lapjai egybevagd szabalyos sok-
szigek, lapszogel pedig egybevagoak.

Mindezek ellenére — Polya Guérgy elmélete

alapjan — van okunk bizni az analég tétel léte-
zésében.

5. Az analog feladat szabalyos polieé-
derekre

Azt kell belatnunk, hogy mind az &t szaba-
ﬁ,ts;xﬁéderﬁetén.hal’akﬁrﬁlirtgﬁmb. il-
letve Q a beirt gomb egy tetszGleges pontja,
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tért értéke csak a poliéder oldalainak szamatél
figg.

Bizonyitds: A szabalyos poliéderek csticsa-
inak szama szerint jelélie ryq, ra, rg, rog, riz ik
letve Ry, Rg, Rg, Rag, Ri2 rendre a szabalyos
tetraéder, hexaéder, ocktaéder, dodekaéder és
ikozaéder be- illetve koriilirt gémbjeinek suga-
rait. Nyilvan a beirt és a kériilirt gémb kézép-
pontja egybeesik. Ha a szabalyos poliéder
élhosszat a-val jeldljiik, akkor egyszer(i szamo-
lassal kiszamithatok az rq, Ry, rs, Rg, rs, Rg
értékei. Az rig, Kys értékek kiszamolasa va-
lamivel hosszabb, az rpg, Ry kiszdmolasa pe-
dig joval terjedelmesebb. Eppen ezért, a szé-
ban forgd sugarak kiszamolasa végett a [3]
enciklopédiat hasznaltuk, ahol adott az egyes
szabalyos poliéderek teljes felszine és térfoga-
ta. lgy a térfogatfliggvény additivitasaval ki-
szamithatok a beirt gémbék sugarai, és a la-
pok korée irt korok sugaraibdl Pitagorasz-
tétellel a testek kéreé irt gomb sugara is. Sza-
molasaink eredményét az alabbiakban fogal-
mazzuk meg.

(1) Szabalyos tetraéderre:

rzaJE a6
AT 4 °

falP) _ +[E_T _5
R, g’

|2) Hexaéderre (kockara):

.qu

1
flQ) 2

o o _af3
I‘B—z, RE-— 2 |
£P) _1 1+[_@LT 2
f(Q) 2 Ry 3
(3) Oktaéderre:
£P)_1. 1+[r_af 2
fQ) 2 Rg 3

(4) Dodekaéderre:
ay10-(25 +11y5)
20 = 15 i

p _ay10.(145 +53/5)
o= 30 '

JolP) _1. IJ{m_]‘*
faol@) 2 Ry
_ 6123+2705-45

- 1196 '

(5) Ikozaéderre:

_a:43-(3+46)

nz 12

Rw:—-_“"{‘q"{i_“@—},
-[1+[i?—]2]=m_£.

Ry 15

holP) _ 1
f20Q) 2

Tehat — akarcsak a szabalyos sokszigek
1o (P)

esetén — az -— arany, a szabalyos poliéde-

£1Q) .

rek esetén is allandé.
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