Az A:1901 feladat altalanositdsa kapcsan

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

A MatLap 7/2007-es szdmaban, a VII. osztdlyosok szdmara kitizott A:1901-es feladat a kovetkezd:
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A kittizott feladat megolddsa sem éppen nyilvanvald, tovabbd még szdmos érdekes kérdés vetddik fel,
mint példaul: elég éles felsd korlat-e az 5? Vagy: lehetne-e egy elég éles als6 korlatot is felirni? Vagy :
az el6z6 két kérdés hogyan alakulna ha 100 helyett egy tetszOleges teljes négyzetet irndnk? Vagy:
ugyanez a kérdés, ha a 100 helyett egy tetszdleges n pozitiv természetes szam szerepel.

A tovédbbiakban az el6z6 kérdésekre adjuk meg a vdlaszt, amibdl kideriil, hogy a kitlizott
feladat bizonyitdsa, tovabba ezzel kapcsolatban ad6dé mds feladatok szdmos tanulsigos fordulatot
rejtegetnek. Természetesen a vizsgdldddsainkat ugyancsak elemi szinten végezziik.

A kittizott feladat kapcsan leghamarabb a kovetkezd 0sszeg jut esziinkbe:
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Ez az 6sszeg éppen azért juthat esziinkbe, mert ha a nevezdket beszorozzuk a kunjugéltaikkal, akkor
az 0sszeg kiszdmithatd, ugyanis:

S0 =V2 =143 =72 +4 =3+ 499 =98 +/100 -/99 =100 -1 =9 (1)

Masfeldl azért is esziinkbe juthat, mert a bizonyitandé egyenlStlenségben szerepld Osszeg az S,

Igazoljuk, hogy

Osszegnek éppen minden masodik tagja. A kérdés csupdn az, hogyan hozhat6 egymassal kapcsolatba a
kitlizott feladat, meg az S,,, 6sszeg? Elemi szinten leghamarabb jol megvalasztott egyenlStlenségekre

gondolhatunk és valéban, ez célra is vezet.
Mindenek el6tt vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket:
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Az elézbéekben kiszamitott S, alapjan igaz, hogy 9= S 0= A+ By (2)
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Ez el6z6 észrevételek alapjdn irjuk fel a kdvetkezd egyenldtlenségeket:
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Ha most 6sszegezziik az egyenldtlenség megfelel6 oldalait akkor azonnal adédik, hogy 2- A, > S,

ahonnan az (1) alapjan A,,,>4,5 (3) adddik. Hat sajnos ez még nem a Kit{izétt feladat, hanem csupdn,

az abban szerepl6 Osszegre egy alsé korlat. Az el6z6 egyenlOtlenségek mintdjara végezziik el eziittal a
kovetkezd 0sszegezést:
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Ismét osszegezve az egyenlStlenségek megfeleld oldalait ezt kapjuk: S, - m< 2- By, és
+

ugyancsak az (1) alapjan 9- (\/5—1) <2- By, vagyis B> # =4,2928... (4) . Ez sem a
bizonyitand6 egyenlétlenség, ellenben ha megfigyeljiik, hogy a (2) alapjan 9 =S,,,= Ao+ B €5 a
(4)-es egyenlétlenséggel egybevetve ez csak akkor teljesiilhet, ha A, < 9- 4,2928... =4,7072... (5)
és ebbdl mar azonnal kovetkezik, hogy A, <5 (5°), vagyis éppen a bizonyitandé A:1901-es feladat.
fgy az (3) és (5) illetve (5°) egyenldtlenségek alapjan 4,5 < A< 5 (¥) és ezt az
egyenlOtlenséget a természetes szdmok halmazdn értékelve bizony elég éles egyenldtlenség, ugyanis
ebbdl az kovetkezik, hogy [AIOO] =4, ahol [a] az a val6s szam egészrészét jeloli. Természetesen a

valés szamok halmazén a (*) egyenl6tlenséglanc mindkét oldala élesithetd, ellenben ezt mar inkabb a
matematikai analizis, nem elemi eszkozeivel végezhetjiik el. Figyelembe véve a kapott eredményt,
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tovdbbd a (¥) egyenl6tlenséglancot és a By, > =4,2928... (4) egyenldtlenséget, amit

kerekitve még igy is irhatunk, hogy B,,,>4 (4’) még természetsen igényli a B,,,-ra vonatkozdan is
egy elég éles felso korlatot, frjuk fel a kdvetkezd egyenldtlenségeket:
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vagyis B,y < =4,4749...(6) vagy kerekitve B,,,<4,5(6’).

[\

fgy az (4) és (4°) illetve (6) és (6°) egyenldtlenségek alapjdn 4 < B, ,< 4,5 (**) és ezt az
egyenlGtlenséget ugyancsak a természetes szdmok halmazdn értékelve ezittal is elég éles
egyenldtlenség, ugyanis ebbdl az kdvetkezik, hogy [BIOO] =4.
Tehat az eddigiekben bizonyitottak 1ényege igy foglalhat6 6ssze:
4 < Byy<4,5 < Ay <5 ésebbdl kifolydlag [ A, | =[Bi,]=4 valamint A, + B,,, =9 (¥**)

Az éltalanositast érdekében minden n =2 természetes szamra vezessiik be a kovetkez6 dsszeget:
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Ez az 6sszeg is a konjugdltakkal valé beszorzassal kiszdmithatd, és az (1) mintdjara S, = \/Z -1(17)

Tovébbd itt is fenndll egy S, = A, + B, tipusi felbontds, ahol ezittal
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Az 0sszegekben azért nem firtuk fel az utolsé tagokat, mert ez mis-mds alaki, aszerint, hogy » paros
vagy paratlan, de a mi vizsgaldéddsaink céljabol ez most nem mérvado.

Jol megfigyelve az el6zéekben az n =100 esetben kapott eredményeket, a bemutatott egyenldtlenségek
0sszegezését ugyantigy megismételve, a kovetkezd eredmények adédnak:
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Egyenldtlenséglanc formdjdban, minden n=>2 esetén igaz, hogy
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Ha n=(2m)’ és me N akkor az (e) egyenlOtlenséglanc igy alakul:
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ahonnan |:A(2m)2 } = |:B(2m)2 } = {\/;2_1} = m-1, ha pedig n=(2m+1)’ és me N akkor az (e)

egyenldtlenséglanc igy alakul:

1_\/§<B ,< m< A 2<m+\/§_1
2 (2m+1) (2m+1)

Ezért [A(zmH)Z} — {\/;2_1} = m ellenben |:B(2m+1)2:| - {\/;2—1} -1 =m-1.

Tovabba konnyen beldthatd, hogy minden x,y valds- és z egész szam esetén igaz a kovetkezd
két tulajdonsdg: a) ha x<y akkor [x] <[y] valamint b) [x+z]= [x]+ z
Ezek alapjén, az (e) egyenldtlenséglancbdl ez kovetkezik:
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1) _\/;_\/E}z {\/;_1—\/5_1} 2{\/;_1—1}: {\/;_1]1 valamint
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Bevezetve az E, = {\/;2 1} jelolést, az (e) és az 1) és 2) alapjan az [B,] és [A,] értékeirdl biztosan
csak annyit allithatunk, hogy E,-1<[B,] < [A,] £ E,+1. Azt, hogy mikor igaz, az [B,] # [A,] és
mikor is veszik fel az E,-1 , E, illetve E,+1 értékeket nem konnyli megmondani, ezt az aldbbi
esetekkel is szemléltetjiik.

Szamoldsokkal meggy6zddhetiink arrdl, hogy az [B,]= E, és ugyanekkor az [A,] = E,+1 igaz a
kovetkezd szamokra: kozvetlen a 3° elbtti 2 szdmra, kozvetlen az 5> elétti 3 szdmra, kozvetlen a 7°
elotti 5 szamra, kozvetlen a 9’ eltti 7 szamra, kozvetlen a 112 elétti 8 szamra, kozvetlen a 13% elétti 10
szdmra, stb. Lathatd, hogy a sejthetd szabdly bizonyitdsa minden bizonnyal terjedelmében is
meghaladja a jelen cikk kereteit, ezért barmilyen tovabbi tulajdonsdg vagy eredmény megallapitasat az
érdeklodo Olvasora bizzuk.



