Egy érdekes tulajdonsagu szdmok halmaza
(Az A:1848-as feladat altalanositasa)

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

A MatLap 4/2007-es szamédban az A:1848-as feladat a kovetkezo:

»lgazoljuk, hogy az A=1111122222 szam felirthatd két egymdsutidni természetes szdm
szorzataként”

Otlethiznyban  leghamarabb az  1111122222=x-(x+1) egyenlet megolddsara
gondolhatunk, ami az x*+x-1111122222=0 mésodfoki egyenlet megolddsihoz vezet, amelynek
diszkrimindnsa A= 444488889= 66667 igy a megoldoképlet alapjan kapjuk, hogy x= - 33334
illetve x= 33333. A pozitiv egész szamok koziil csak az utébbi felel meg és ennek alapjan
1111122222= 33333- 33334 a megoldas.

Ellenben a feladatot V. osztdlyosok szdmaéra tlizték ki, igy a mdasodfokd egyenlettel
torténd megoldds nem az igazi.

Valéban, ha jobban szemiigyre vessziik az adott szamot, akkor felirhat6, hogy
A=1111122222=10"+10*+10"+10°+10°+2-(10*+10°+10°+10+1)=11111-(10°>+2)=11111-100002
=1111-2.3-16667=(3-11111)-(2:16667)=33333-33334
Természetesen meriilnek fol a kovetkezd kérdések:

1) Vajon igaz marad-e a feladat 4llitasa, ha az 6t 1-es illetve 2-es helyett tobbet irunk?
2) Vajon léteznek még ilyen szamok, ahol nem 1-eseket és 2-eseket irunk?
A tovabbiakban mindkét kérdést egyidében megvalaszoljuk.

Mindezek eldtt azonban figyeljik meg, hogy pl. 12=3-4, 1122=33-34...és az
eldbbiekben igazoltuk, hogy 1111122222=33333-33334, vagyis a két egymads utani szam nem
akdrmilyen alakd, hanem a kisebbik szdm csupa egyforma szdmjegyekbol dll, és ennek
szamjegyeinek a szdma éppen az ismétlodd szamjegyek szamaval egyenld!

Mindezek utdn keressiik meg azokat az a, b tizes szdmrendszerbeli szamjegyeket

amelyekre az A, = aa..abb..b minden neN" esetén felirhatd x,(x,+1) alakban tgy, hogy
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létezzenek olyan k N szamjegyek amelyekre x, = kk...k -kk...k(k +1).
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Pontosabban, abbdl indulunk ki, hogy mint k=1 mint k=2 esetén A; és A, a kért alaku kell
legyen. Azonnali szamol4sokbdl megkapjuk, hogy ab=k- (k+1) valamint aabb = kk - k(k+1)

adta két egyenlet az 10-a+b=k-(k+1) é 10*-10+1)-a+10+1)-b=11k-(11k+1)
egyenletrendszer megolddsdhoz vezet, vagyis 10-a+b=k’+k és 100a+b=k-(11k+1)

ahonnan a b kikiiszobolésével 9a =k adédik, ami azt jelenti, hogy az a szdmijegy teljes
négyzet kell legyen, igy ae {1, 4,8} . Ezekben az esetekben a kivetkezOket kapjuk:

1) Haa=1 akkor k=3 és b=2, igy 12=34 valamint //22=33-34

2) Ha a=4 akkor k=6 és b=2, igy 42=6-7 valamint 4422=66-67

3) Ha a=9 akkor k=9 és b=0, igy 90=9-10 valamint 9900=99-100
A tovédbbiakban beldtjuk, hogy hasonlé felirds 2-nél tobb, tetszéleges neN" szdmjegyszdm
esetén is igaz. Mindhdrom eset dltaldnositdsa hasonld, ezért igy bizonyithatunk:
Ap=11..122..2=]1..1 (10"+2)= 111 .1-100...02=(3-111.. 1) (2-166...67 )= 33 3 33 34,
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B, 44 422 2= 11 A+ (4-10"42)= 111 A 400 .02 =(6 111 1)(66 .67)= 66 .6 66 .67 ,
n n n n n
Cn—99 900 0= 11 1+ (9-10M= (9 111 1) (10 .00)= 99 9 10 .00.
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Tehat az A,, B,, C, szamok halmaza minden neN" esetén az A:1848-as feladatban kért
tulajdonsagu A szam altaldnositasat képezik.



