Blivos alakzatok kitoltésérdl (l.)

Tuzson Réka, Fels6boldogfalva, Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ha szeretjlik a kihivasokat, a logikai feladvanyokat vagy a fejtoréket, akkor bizonyara
mar talalkozhattunk olyan feladvannyal, mint példaul a kovetkez6:

,» Helyezzik el az 1-t6l 9-ig terjed6 természetes szamokat az
abran lathaté eséernyd kis karikaiban ugy, hogy mind a 7 koriv
mentén, a szamok 6sszege 18 legyen!”

Az ilyen tipusu feladvanyok esetén altaldban adott egy
alakzat (hivjuk ugy, hogy ,blivos alakzat”), amelynek karikdiban adott természetes szamokat
kell elhelyezniink ugy, hogy adott vonalak, korivek, alakzatok, stb. mentén a szdmok 6sszege
allandé legyen, ez van amikor adott, van amikor nem. Az esetek tobbségében az ilyen
feladvanyok leg kézenfekv6bb megolddsa prébalkozdssal torténik, ellenben ez nem mindig
kdnnyl, nem mindig célravezetd, van amikor hosszadalmas, vagy éppen bonyolult.

Eppen ebbdl kifolydlag arra gondoltam, hogy a megolddsok keresése sokkal
célravezet6bb, tanulsagosabb és konnyebb, attekinthet6bb lenne, ha valamilyen racionalis
matematikai gondolatmenetet kdvetnénk, és az empirikus prébalkozasokat a minimumra
szoritandnk, inkabb ésszerl, algoritmikus vagy kizaré jellegli prébdlkozdsokkal
helyettesitenék, ha nagyon muszaj, vagy éppen melléznénk is a talalgatasokat.

Ebben a részben egy egészen egyszerli mddszerrel prdbalkozunk, éspedig adott
szamnak Osszegekre valod felbontasdaval, és az ismétl6dések, vagy az esetek leegyszer(sitése
céljabdl ezt rendezett mdédon végezzik. Nézziink egy példat:

JAz 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8 9 szdmok segitségével bontsuk fel a 15-6t harom szdm
Osszegére!” Tehat 15= a+ b+ c alaku felirdsokat keresiink, ahol a, b, c az adott szamkoérben van.
A mddszeriinkben a rendezés abbdl all, hogy feltételezziik, hogy a> b> c. Es kezdjiik az a
lehetséges legnagyobb értékével, az a= 9-cel. Ezért 15= 9+ 5+ 1, vagy 15= 9+ 4+ 2. Most
csokkentjiuk az a értékét 8-ra. Ezért 15= 8+ 6+ 1, 15= 8+ 5+ 2, vagy 15= 8+ 4+ 3. Ha most a=7,
akkor 15= 7+ 6+ 2, vagy 15= 7+ 5+ 3. Végiil, ha a= 6, akkor 15= 6+ 5+ 4. Es tovabb nem kell
folytatnunk, mert ha tovdbb csokkentenénk az a értékét, akkor mar b>a kellene, ami
absurdum. Tehat a kommutativitastol eltéréen az el6bbi 8 felbontas megadja a 15= a+ b+ ¢
Osszes ilyen kilonboz6 felbontasat. Ezen felbontasi modszer képezi a tovabbi feladvanyok
megoldasanak az alapgondolatat.

1. feladvény: irjuk be a mellékelt dbra 9 karikdjaba az 1-tSl 9-ig
terjed6 természetes szamokat ugy, hogy mind a 8 vonal mentén a szdmok
Osszege 15 legyen!
Megfejtés: Ez a feladvany a 3x3-as blvos négyzet vagy magikus négyzet nevet
viseli. E matematikai jaték eredete az dkorig kisérhet6 vissza. Valdszind,
még sokkal régibb. Indiabdl az arabok kdzvetitésével keriilhetett Eurdpaba,
de a Kindban talalt /-csing nevil kdnyvben, amely magikus eljardsokat és jéslatokat tartalmaz,



(1) . Az itt taldlhaté magikus négyzet a mellékelt dbran lathato.

Eurépdban a XIV. szazadban a bizanci Moschopulos, a XVI. szazadban
Michael Stifel és Adam Riese (1492-1559) német matematikusok foglalkoztak 8|1
blvos négyzetek szerkesztésével. A XVII. szadzadban Bachet de Méziriac (1587-1638) francia
matematikus talalt 4j mdédszereket blivos négyzet készitésére. A leghiresebb blivos négyzet,

szintén talalunk egyet. Ez az irdsos hagyomany pedig i.e. 1100 tajan keletkezett [ 4 [ g |
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amelyet sokan a matematika szimbélumanak is tartanak, a magyar szdrmazasu
festd, Albrecht Diirer Melankdlia cim( képén taldlhatd. Az utolsé sor kdzepén a 16]3121]13

15 és 14 egybeolvasva a mU keletkezésének évszamat (1514) jelenti. A 34-es >|10]11/ 8

szam, 18 féle dsszeadds eredménye lehet. Példaul a négy sarokmez6 szamainak [9[6] 7|12

Osszege és a négy kozépsS szam Osszege is 34, de még tobb, ilyen értékl, |4 |15(14| 1

négytagl Osszeget is talalhatunk. A kozépkorban a magikus négyzeteknek
csodalatos gydgyitoé erét tulajdonitottak. Ma mar ez a babona, szérakoztatd jatékka szelidiilt.
E rovid kitér6 utan térjink vissza a feladvdny megoldasdra, amelynél
tulajdonképpen a mellékelt 3x3-as négyzet kisnégyzeteibe kell beirnunk az 1-t6l
9-ig terjed6 szamokat Ugy, hogy a vizszintes sorok mentén, a fliggéleges oszlopok
mentén, és a két atldé mentén a szamok 6sszege minden esetben ugyanannyi
legyen, éspedig 15. irjuk fel mindenek el6tt a 15-nek a 15= a+ b+ c alakl 8sszes felbontésat:
15=9+ 5+ 1, 15= 9+ 4+ 2, 15= 8+ 6+ 1, 15= 8+ 5+ 2, 15= 8+ 4+ 3, 15= 7+ 6+ 2, 15= 7+ 5+ 3,
15= 6+ 5+ 4. Vegylk észre, hogy az 5-0s éppen 4-szer fordul eld, ezért a kilenc mez6 kozil
olyanba kell irnunk, amelyik négy osszegben szerepel, mondjuk ugy, hogy a fokszama 4.
Egyetlen ilyen mez6 van, éppen a kozéps6é mez6. Tovabba vegylik észre, hogy az
Osszeg alaku felirasban, az 1, 3, 7, 9 szamok nem kerilhetnek a sarkokba, mert
azoknak a fokszama 3 (hiszen harom 0&sszeghez tartoznak), ezért csak a 5
kdzepekre (a szirke négyzetekbe) kertilhetnek. Tovabba a 2, 4, 6, 8 szdmok az
Osszegben 3-3-szor fordulnak el8, ezért igy 6k egyértelm(i beirassal a fehér kis
négyzetekbe kerllnek. Az 1, 3, 7, 9 szamokat a szlirke négyzetben cirkuldrisan permutalhatjuk,
éspedig 3!= 6 féle képpen. Ezeknek egy rogzitésére a 2, 4, 6, 8 szamok beirdsa mar egyértelmd
(nem taldlnak tobb helyre), ezért 6 kiilonbdz6 3x3-as blivos négyzet van.
2. feladvany: ird be a szamokat a mellékelt dbran lathaté céltablaba
1-t6l 7-ig ugy, hogy az Osszegiik mindkét kdrvonalon, és az egyenesek
mentén minden esetben 12 legyen.
Megfejtés: irjuk fel az sszes 12= a+ b+ c alaky felbontast:
12=7+4+1,12=7+3+2,12=6+5+1, 12=6+ 4+ 2, 12=5+ 4+ 3.
Vegyilik észre, hogy ezekben a felbontdsokban a 4 épen haromszor
szerepel, ami azt jelenti, hogy az dbran a kdzéps6 karikaba kell irni (ennek
a foka 3, hiszen harom 6sszegben szerepel). Ezek utan valasszunk a tébbi
szambol tetsz6legesen egyet, esetlinkben példaul az 5-6t. Ezt a maradék 6
hely barmelyikébe beirhatjuk, irjuk be példdul az 4bran lathaté modon. igy
az 5 ald egyértelm(ien a 3 keriil. A masodik felbontds alapjan a 2-6t és a 7-
et a 3-mal egy kérre kell tegyik, ezt a maradék két helyre 2 féle képpen
irhatjuk be. Ekkor a masodik koron az 1 és a 6 beirdasa egyértelm(, és
lathato, hogy végiil is 6x12 kiilonb6z6 megoldasunk lesz.
Megjegyzés: A feladat nagyon egyszer(ien is megoldhatd, ha észrevessziik, hogy a két kéron
levé szamok 0sszege ami 24, éppen egy szammal kiilonbozik az 1+2+3+4+5+6+7=28 6sszegtdl,
tehat az az egy szam, amit éppen kozépre kell irnunk, pontosan 28-24=4. Tovabb a megoldas
mar tetsz6legesen folytathaté ugy, ahogyan mar leirtuk.




szamok 6sszege 9 legyen!
Megfejtés: irjuk fel az dsszes 9= a+ b+ c alaku felbontast:
9= 6+ 2+ 1, 9= 5+ 3+ 1, 9= 4+ 3+ 2. Vegyiik észre, hogy az 1, 2, 3 szamok mindegyike éppen 2-
szer fordul el6, ezért ezek a haromszogdn a csucsokba kell keriljenek, tovabba ezeket 2
kiilonb6z6 féle képpen irhatjuk be, és az oldalk6zepekre a 4, 5, 6 szdmok beirasa mar
egyértelmd, tehdat 6sszesen 2 killonb6z6 megoldas létezik.

4. feladvany: irjuk be az dbran lathaté haromszog kis karikaiba a
szamokat 1-t6l 7-ig ugy, hogy mind a 4 szakasz mentén a szamok 6sszege

3.feladvany: irjuk be az abran lathaté haromszog kis karikdiba a
szamokat 1-t6l 6-ig ugy, hogy a haromszog mindhdarom oldala mentén a

12 legyen!
Megfejtés: irjuk fel az sszes 12= a+ b+ c alaku felbontast:
12=7+4+1,12=7+3+2,12=6+5+1, 12=6+ 4+ 2, 12=5+ 4+ 3. (O )

Vegylk észre, hogy a 4-es haromszor szerepel a felbontdasokban, ezért a

4-et a haromszog fels6 csucsaba irjuk be. Mivel két olyan felbontds van amiben a 4 nem
szerepel, ez éppen a két vizszintes sorba adja a szdmokat. Egyszer az alsé sorba keriila 7, 3, 2
éspedig 3!= 6 féle képpen, aztan 6, 5, 1 keril ide ugyancsak 6 féle képpen. Az utolsé harom
kor kitoltése mar egyértelm. Tehdat 6sszesen 12 kiilonb6z6 megoldas van.

5. feladvany: irjuk be az dbran lathaté haromszog kis karikdiba
a szamokat 1-t6l 9-ig ugy, hogy mind az 6 szakasz mentén a szamok
Osszege 18 legyen!
Megfejtés: irjuk fel az sszes 18= a+ b+ c alaku felbontast:
18=9+ 8+ 1, 18= 9+ 7+ 2, 18= 9+ 6+ 3, 18= 9+ 5+ 4, 18= 8+ 7+ 3,

18=8+ 6+ 4, 18= 7+ 6+ 5. Vegylik észre, hogy az egyetlen szam ami 4-
szer fordul el6, az a 9, ez keril a haromszog felsé csucsaba. Most keressiik meg a 18=d+ e+ f
+g négytagu felbontasokat:
18= 8+ 7+ 2+ 1, 18= 8+ 6+ 3+ 1, 18= 8+ 5+ 3+ 2, 18= 8+ 5+ 4+ 1, 18= 7+ 6+ 3+ 2,
18= 7+ 6+ 4+ 1, 18= 7+ 5+ 4+ 2. Ezek kozil nem felelnek meg azok amelyekben szerepelnek a
7+2, 6+3, 5+4, mert ezek szerepelnek mar ott ahol 9-es van, vagyis a ferde vonalmenti
beirdasok. Maradt tehdt a 18= 8+ 5+ 3+ 2 és 18= 7+ 6+ 4+ 1. Ezek kozil valamelyik a fels6, masik
az also sokba kerlilnek (tehat 2 megoldas). Tovabba 4 szamot 41=24 féle képpen cserélhetiink,
ezért egy soron bellll 24 megoldas van. A kitoltés sorrendje: beirjuk a felsé csucsba a 9-et, a
fels6 sorba 8, 3, 3, 2 vagy 7, 6, 4, 1 valamilyen sorrendben, és akkor a masodik sorbaa 7, 6, 4,
1 beirdsa mar egyértelm(. Tehat 2x24=48 kilénb6z6 megoldas van.

6. feladvany: irjuk be az abran lathaté haromszog kis karikaiba a
szamokat 1-t6l 8-ig ugy, hogy mind az 5 kor mentén a szamok 0sszege 12 legyen.
Majd ugy, hogy az 6sszeg 18 illetve 16 legyen!
Megfejtés: irjuk fel az 8sszes 12= a+ b+ c alaku felbontast:
12=8+3+1,12=7+ 4+ 1, 12=7+ 3+ 2, 12= 6+ 5+ 1, 12= 6+ 4+ 2, 15= 5+ 4+ 3.
Tovabba irjuk fel a 12= d+ e+ f+ g négytagu felbontdsokat is. Ezek a kévetkez6k:
12= 6+ 3+ 2+ 1 és 12= 5+ 4+ 2+ 1. Ez utdbbi kett6 kozil kell valamelyiket rairnunk a kézbilsé
kérre (ezt 3!=6 féle képpen cirkularisan permutalhatjuk). Miutan mar rairtuk, akkor a tobbi
szam beirdsa mar egyértelm(i. Osszesen tehat 2x6= 12 kiildnbdz8 megoldas van. Ha az ésszeg
18 kell legyen, akkor mivel 18= 7+ 7+ 3, 18= 8+ 6+ 4, 18= 7+ 6+ 5, ezért mivel csak harom
felbontas van, nem jut mind a 4 korre, ezért ez esetben nincs megoldds. Ha az 6sszeg 16, ennek
8 darab 3 tagu felbontasa van, igy a megoldds hosszadalmas lenne, ezért jel6lje rendre
X, Y, Z, t a kozéps6 4 szamot. Adjuk most Ossze az dbra dsszes szamait. Ebben, x, vy, z, t kétszer

w



szerepel, és mivel 1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+ 7+ 8= 36, ezért 36+x+ y+ z+ t= 4x16 adddik, ahonnan
x+ y+ z +t= 28, de ez ellentmond annak, hogy x+ y+ z +t > 5+ 6+ 7+ 8= 26.

7. feladvany: Helyezd el a korokben az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szdmokat

ugy, hogy mind a harom kordn az ott levé szamok 6sszege 13 legyen.

Megfejtés: irjuk fel az sszes 13= a+ b+ c+ d alaku felbontést:

13= 7+ 3+ 2+ 1, 13= 6+ 4+ 2+ 1, 13= 5+ 4+ 3+ 1. Mivel az 1-s haromszor

fordul el6, ezért a kozépsd kis karikdba 1-et irunk (ott talalkozik 3 kor).

A koroknek a kett6nkénti metszetei masodfokuak, ezért a 2, 3, 4-et irjuk a
koroknek a paronkénti metszéseibe, tovabba a negyedik szdmok beirdsa

mar egyértelmd, tehat 2 kiilonb6z6 megoldas van (az elforgatasoktdl eltekintve).

8. feladvany: ird be az 1,2, 3,4,5 szamokat a koérokbe ~
ugy, hogy mind a harom haromszognél a csucsokba irt szamok
Osszege megegyezzen a haromszégben levé szammal.
Megfejtés: Mivel 6= 3+ 2+ 1, 10= 5+ 3+ 2, 12= 5+ 4+ 3, és mivel 10
a 3 haromszor fordul el6, ezért az keril a fels6 kozépsé korbe.

Ezutdn a felsé sorban baloldalon 2, és jobboldalon 5 lesz, aztédn
a tobbi mar egyértelmd. A feladatnak egyetlen megoldasa van.

9. feladvany: Toltsd ki az Ures négyzeteket az 1, 2, 3, ..., 9
szamokkal ugy, hogy a szakasz végpontjainal levé szamok Osszege a
Megfejtés: EIGszor is arra fokuszdlunk, hogy a kozépsd kisnégyzet 4
Osszeghez tartozik. Ezért bontsuk lel a 11, 12, 13, 14 szamokat
kéttagu osszegekre. Ezek a kovetkezbk:
11=9+ 2, 12=9+ 3, 13=9+4, 14=9+5,
11=8+ 3, 12=8+4, 13=8+5, 14= 8+ 6,
11=7+4, 12=7+5, 13=7+6
11=6+5
Olyan szdmot kereslink, ami mind a 4 oszlopban kdz6s. A 8 ugyan
koz0s, de a 6 tdrsa mar nem, ezért csak a 9 és 5 koz0s, ezzel maris csak
a 14= 9+ 5 marad, ami azt jelenti, hogy a k6zéps6 négyzetbe vagy 9
vagy 5 taldl. El6bb ha beirjuk a 9et, akkor jobb kdzépen 5 lesz, de bal
also sarokban szintén 5 fog kijonni. Tehat kézépen muszaj az 5 legyen,
és lépésrdl 1épésre a kitoltés egyértelmd. Egyetlen megoldas van, ami
az abrdn lathatd.

10. feladvany: A kordkbe ird be az 1-t6l 8-ig terjedé
természetes szamokat ugy, hogy mind az 6t tartomanyban 25
legyen az ott lev6 négy szam Osszege.

Megfejtés: Mivel 25- 11= 14, ezért irjuk fel a 14= a+ b+ c alaku
felbontasait: 14=8+5+1, 14=8+ 4+ 2,14=7+6+1,14=7+5+ 2, 14=
7+ 4+ 3, 14= 6+ 5+ 3. Figyeljik azt a négyszoget amelyen van a 11
és a 10. Ezért a masik két csucs 6sszege 25- (11+ 10)=4 és 4= 1+ 3
vagy 4= 3+ 1. Vegyik sorra a két esetet.
Ha az also kozépsd korbe 1 keril, akkor a
mellékelt abra kitoltései egyértelmliek, és
j6 megoldast kapunk. A masik esetben
egy darabig egyértelm( a kitoltés, de
marad 3 koér, ahova valamilyen
sorrendben az 5, 6, 7 talal, de a 11+4




mellé nem taldlhatd két olyan szdm amivel egyitt 25 legyen, tehat a masodik eset nem
szarmaztat j6 megoldast.

11. feladvany: A mellékelt abran Iathato kiskorokbe irjuk be az
1-t6l 9-ig lev6 természetes szamokat Ugy, hogy a 6 szakasz mentén levé
3-3 szam 0Osszege, valamint a koron levé 5 szam 6sszege 18 legyen.
Megfejtés: irjuk fel a 18= a+ b+ c alaku felbontasokat:
18=9+8+1, 18=9+ 7+ 6, 18=9+ 6+ 3, 18=9+ 5+ 4, 18=8+ 7+ 3,
18= 8+ 6+ 4, 18= 7+ 6+ 5. Ezutan irjuk fel a 18= d+ e+ f+ g+ h alaku
felbontasokat: 18= 8+ 4+ 3+ 2+ 1, 18=7+5+ 3+ 2+ 1, 18= 6+ 5+ 4+ 2+ 1.
Mivel a 9-es 4-szer fordul eld, ezért ezt kell irnunk az abra k6zépsé
korébe. A korre legalul, a 6, 7, 8 valamelyike kell keriiljon, mert ezek éppen 3-szor fordulnak
el6 a felbontdsokban. Az 6ttagu felbontasok alapjan az 1 és a 2 mindenképpen a kor kertiletére
fog kerilni (mindegyikben k6zds). ha legalul 8 lenne, akkor fligg6legesen 9+ x+ 8= 18 lenne,
vagyis x=1, de nem lehet, mert a kor keriiletén van. Tovdbba ha legalul 7 lenne, akkor
fliggblegesen 9+ y+ 7= 18 lenne, vagyis y= 2, de ez sem lehet, mert a kor keriiletén van. Marad
tehat, hogy legalul 6 legyen, igy folotte 3. A 18= 8+ 7+ 3 felbontds alapjan, a 3 két oldalan 8
illetve 7 van, és innen tovabb a kitoltés egyértelm.

Befejezésiil megemlitjik, hogy megtorténhet az is, hogy bizonyos blivés konfiguraciok
egymassal egyenértékliek, vagyis ugyanazt az dabrat jelentik, csak ugymond izomorf
valtozatban. Az aldbbiakban bemutatunk a 11. feladvdny abrdajaval izomorf abrdkat,

amelyeken a megfejtés természetesen ugyanaz mint a 11. feladvany esetén.

Végezetiil megjegyezziik, hogy az érdekl6dé Olvaso sajat maga is elképzelhet kiilonféle
blivos alakzatokat, kiilonb6z6 feltételekkel sajat maga szerkeszthet ilyen feladvanyokat, de
természetesen az is el6fordulhat, hogy az illet6 feladvanynak nem lesz megoldasa.

A kovetkez6 részben altalanosabb mddszerrel targyalunk hasonlé feladvanyokat.
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