Blvos alakzatok kitoltésérdl (11.)

Tuzson Réka, Fels6boldogfalva, Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Az el6z6 részben olyan mddszert mutattunk be, amikor az illet6 szdmokat Osszegekre
bontottuk, és kovettiik a szamok el6forduldsdanak a gyakorisdgdt. Azonban ennek a mdédszernek is
megvannak a hatranyai ugyanis, ha egy szamot nagyon sok féle képpen lehet 6sszegre bontani, akkor

a helyes megoldasok kivalasztasa mar koérilményes lehet, éppen a sok lehetéség miatt.

Ebben a részben mds megvildgitasban targyaljuk a feladvdnyokat: egyenletrendszereket
allitunk fel, amelyeket diszkrét, véges szamhalmazokon kell megoldani. Azonban bizonyos esetekben
a szamok Osszegekre valéd bontdsanak a moddszerét tovabbra is alkalmazzuk, és megprébalunk
hatékony kiszlrési modszert keresni azokra az esetekre, amikor a lehetGségek szama tul nagy. Az
egyenletrendszeres mddszernek van egy nagy el6nye is: ezzel a mddszerrel meg tudjuk allapitani, hogy
a blvos alakzatokon lev6 6sszeg milyen korlatok kozott valtozhat, igy induldsbdl nem kell megadni,
hogy mennyi az 6sszeg csupan annyit, hogy a szamok 6sszege dllandd, és ennek az allandénak az
értékét meg tudjuk hatdrozni. Nézziink hat néhany megoldott feladvanyt:

1.feladvany: irjuk be az abran lathaté haromszog kis karikdiba a
szamokat 1-t6l 6-ig ugy, hogy a haromszog mindharom oldala mentén a

szamok dsszege allandé legyen!

Megfejtés: Bet(izziik el a kis koroket a mellékelt dbra szerint. irjuk fel tehat a feladat
feltételeit: a, b, c, d, e, f e{l, 2, 3, 4, 5, 6}, at b+ c= c+ d+ e= e+ f+ a= S

(dllandd). Osszeadva a harom egyenletet azt kapjuk, hogy:

£

3S= a+ b+ c+ d+ e+ f= 1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+ a+ c+ e vagyis a+ c+ e= 35- 21. De a feltételek alapjan
6= 1+ 2+ 3< a+ c+ e= 35- 21 < 4+ 5+ 6= 15 ahonnan 27 < 3S < 36 és mivel S € N, ezért felirhatd,

hogy S € {9, 10, 11, 12} . Vegyiik sorra a négy esetet!

1) Ha S= 9, akkor irjuk fel a 9-nek a haromtagu Osszegre bontdsait: 9= 6+ 2+ 1, 9= 5+ 3+ 1,

9= 4+ 3+ 2. Vegyilk észre, hogy a felbontasokban a 4, 5, 6 ami
egyszer szerepelnek ezeket oldal kdzepekre kell irnunk, de 1, 2, 3
kétszer szerepelnek, ezeket csucsokba kell irnunk, ezek utdn a
kitoltés mar egyértelml. Mivel a 3 cslcs értékeinek a ciklikus
permutacidinak a szdma 2, ezért 2 kilonb6z6 megoldas létezik.
Ezek a mellékelt dbran lathatok.

2) Ha S= 10, akkor mivel 10=6+ 3+ 1, 10=5+ 4+ 1, 10=5+ 3+ 2
és a kétszer el6forduld szamok az 1, 3, 5, ezért ezek kertlnek a
csucsokba, éspedig 2 féle képpen. Ez a két megoldas a mellékelt
abran lathato.

3) Ha S= 11, akkor mivel 11=6+ 4+ 1, 11=6+ 3+ 2, 11=5+ 4+ 2
és a kétszer el6forduld szamok 2, 4, 6, ezért ezek kerilnek a
csucsokba, éspedig 2 féle képpen. Ez a két megoldds a mellékelt
abran lathato.

4) Ha S= 12, akkor mivel 12= 6+ 5+ 1, 12= 6+ 4+ 2, 12=5+ 4+ 3
és a kétszer el6forduld szamok 4, 5, 6, ezért ezek keriilnek a
csucsokba, éspedig 2 féle képpen. Ez a két megoldas a mellékelt
abran lathatd.
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2. feladvany: helyezd el a kérokbenaz 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 szamokat tgy, hogy
a négyzet mindegyik oldaldn az érték ugyanaz az érték legyen a harom szam Osszege.
Megfejtés: Bet(izziik el a kis kdroket a mellékelt dbra szerint. irjuk fel tehat a feladat
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feltételeit: @, b, ¢, d, e, f, g, he{l, 2,3 4,5, 6,7, 8},tovébbé az dlland6 dsszeg alapjan

(1)a+b+c=S;(2)c+d+e=5S;(3)e+ f+g=n;(4)g+h+a=S

Az (1)- (4) egyenletek megfelel6 oldalainak az 6sszegzésébdl kapjuk, hogy
2 (a+c+e+g)+(b+d+f+h)=4S.DeS=a+b+c+d+e+f+g+h=
=1+2+..+7+8=36,ezérta+c+e+g=4-5S-36=4-(S—9). Ebbél azonban
felirhatd, hogy 10=1+ 2+ 3+4< <a+c+e+g=4-5-36=4-(S—-9) <5+ 6+ 7+ 8= 26.
Tehat 2,5 < S-9 £ 6,5 ugyanakkor SeN, ezért 3 <S-9< 6 ahonnan S € {12, 13, 14, 15}.
Vegylk sorra ezt a négy esetet.
1) Ha S= 12, akkor a+ c+ e+ g= 4(12- 9)= 12. irjuk fel a 12-nek a négytagi bontdsait. Ezek a
kovetkez6k: 12= 6+ 3+ 2+ 1 vagy 12= 5+ 4+ 2+ 1. Az els6 esetben vegylk észre, hogy ha 6 és harom két
szomszédos csucson lenne, akkor kozéjik 12- 6 -3= 3 keriilne ami azt jelenti, hogy a 3-as kétszer
szerepel. Tehat a 6 és a harom nem lehetnek szomszédosak, ezért atlésan helyezkednek el.

Allapodjunk meg abban, hogy ennek a feladatnak a megoldasa soran a bontasokban vastagon
fogjuk jel6lni azokat a szamokat amelyek atlésan kell elhelyezkedjenek. Ha 6 és 3 atldsan
helyezkednek el, akkor a masik két cstcsban 1 illetve 2 (vagy forditva) van. Ezaltal a tobbi karikak
kitoltése mar egyértelmd. Egy megoldas a baloldali dbran lathatd. Tovabba, ha dsszecseréljiik a 6 és 3,
illetve 1 és 2 atlok menti elemeke, akkor még 2 megoldasa a kozépss és a jobboldali dbran [athaté. Ha
mindkét atlé elemeit egyszerre cseréljik 6ssze, akkor olyan esetet kapunk, ami forgatassal a legelsé
esettel azonos. Tehat 3 kilonb6z6 megoldas van,

A masodik esetben 5 és 2 atlésan helyezkednek el (masképpen kozéjik 5 kell, ez absurdum),
igy 5 és 1 szomszédosak, kozéjik 6 kell, tovabba 4 és 2 szintén szomszédosak, kdzéjik is 6 kell, ez
absurdum, tehat ebben az esetben nincs megoldas.
2) Ha S= 13, akkor a+ c+ e+ g= 4(13- 9)= 16. irjuk fel a 16-nak a négytagli bontdsait. Ezek a
kovetkez6k: 16= 8+ 4+ 3+ 1, 16= 8+ 5+ 2+ 1, 16= 7+ 6+ 2+ 1, 16= 7+ 5+ 3+ 1, 16= 7+ 4+ 3+ 2,
16= 6+ 5+ 3+ 2, 16= 6+ 5+ 4+ 1. Minden esetben vastagon jeldltik azt a két szdmot, amelyek muszaj,
hogy atlésan helyezkedjenek el. Vizsgaljuk az elsé felbontast. Mivel 8 és 4 atlésan helyezkednek el, 8
és 1 biztosan szomszédosak, és kozottik 13- 8 -1=4 lesz ami azt jelentené, hogy a 4 kétszer szerepel.
Ehhez hasonld kizardsokkal konnyen megallapithatd, hogy a nem aldhulzott 0sszegek esetén nem
kapunk jé megoldast. Az alahuzott esetekben kapunk 3- 3 j6 megoldast kapunk. Az érdekl6dé
Olvasdnak javasoljuk, hogy ellenérizze amiket kijelentettlink, de nem bizonyitottunk!
3) Ha S= 14, akkor a+ c+ e+ g= 4(14- 9)= 20. irjuk fel a 20-nak a négytagt bontdsait. ezek a
kovetkez6k: 20= 8+ 7+ 3+ 2, 20= 8+ 7+ 4+ 1, 20= 8+ 6+ 5+ 1, 20= 8+ 6+ 4+ 2, 20= 8+ 5+ 4+ 3,
20= 7+ 6+ 4+ 3, 20= 7+ 6+ 5+ 2. Ezuttal is megvastagitottuk azokat a szamokat amelyek atlésan kell
legyenek, és alahuztuk azokat a felbontasokat, amelyek j6 megoldasokat szdrmaztatnak. Ez utébbiak
szama szintén 3+3. Mindezek ellen6rzését ezuttal is az érdekl6d6 Olvasdra bizzuk.
4) Ha S= 15, akkor a+ c+ e+ g= 4(15- 9)= 24. irjuk fel a 14-nek a négytagi bontdsait. Ezek a
kovetkez6k: 24= 8+ 7+ 6+ 3, 24= 8+ 7+ 5+ 4. EzUttal is megvastagitottuk azokat a szamokat amelyek
atldsan kell legyenek, és alahuztuk azokat a felbontdsokat, amelyek j6 megolddsokat szarmaztatnak.
Ez utdbbiak szama szintén 3+3. Mindezek ellendrzését ezuttal is az érdekl6d6 Olvaséra bizzuk.

A feladatnak az 6sszes kiilonb6z6 megoldasainak a szdma 3+ 6+ 6+ 3= 18.




3. feladvany: irjuk be az dbran lathaté haromszég kis karikdiba a
szamokat 1-t6l 7-ig ugy, hogy mind a 4 szakasz mentén a szamok 6sszege
ugyanannyi legyen!

Megfejtés: irjuk be a kis karikdkba az ABC bettiit, a mellékelt dbra szerint. A
feltételek alapjan tehat: a b+ c+ d+ e+ f+ g= 142+2+4+5+6+7= 28 (1)

Tovabba a+ b+ e=S (2), a+ d+ g= S (3), b+ c+ d=S (4), e+ f+ g=5 (5), a+ c+ e=S (6) e
Osszegezve (2)-(6) kapjuk, hogy 3a +2b +2c +2d +2e+ 2f+ 2g=5S, és figyelembe
véve az (1) Osszefliggést kapjuk, hogy a+ 2x28=5S, tehat 1< a= 5S- 2x28 <7, ahonnan kapjuk, hogy
57<5S <63, vagyis 11,4 < S < 12, 2 ahonnan csak az S= 12 adddik, igy a= 4. Tovabba az (5) alapjan
e+ f+ g=12 és ezuttal e 24, f =4, g # 4igy a 12 felbontasa 12= 7+ 3+ 4, vagy 12= 6+ 5+ 1. Beirva

L/

tehat az a= 4 értéket és aze, f, g € {2,3,7} illetve értékeket, e, f, g € {6,1, 5} a tobbi szdm beirdsa
egyértelmd. Mivel a 2, 3, 7 illetve 6, 4, 5 permutdacidinak a szama 6- 6, ezért
a kiléonb6z6 megolddsok szama 12 (lasd az el6z6 részben is).

4. feladvany: irjuk be az abran lathaté haromszog kis karikaiba
a szamokat 1-t6l 9-ig ugy, hogy mind az 6 szakasz mentén a szdmok
Osszege ugyanannyi legyen!
Megfejtés: Bet(izziik el a kis kdroket a mellékelt dbra szerint. irjuk fel tehat
a feladat feltételeit: a+ b+ c+ d+ e+ f+ g+ h+ i=45 (1), a+ b+ f=S(2), a+ c+ g=S (3), a+ e+ i=S (4)
a+ d+ h=S(5), b+ c+ d+ e=S(6), f+ g+ h+i=S (7). Osszegeziik az (1)- (5) 6sszefliggéseket, igy kapjuk:

4S
43 b+ c+ d+ e+ f+ g+ h+ i= 55 vagyis 3a+ 45=5S, ahonnan a = ? —15 (*). Tovabba a (6)- (7)

Osszefliggések alapjan 45- a = 2S adddik, ahonnan a= 45 -2S (**). A (*) és (**) 6sszefliggések alapjan
ellenben S= 18, igy a= 9 adédik. Megkeressiik a 18-nak azon felbontasait, amelyekben a 9 szerepel.
Ezek a kovetkez6k: 18= 9+ 8+ 1, 18= 9+ 7+ 2, 18= 9+ 6+ 3, 18= 9+ 5+ 4. Ezek kerlilnek a ferde
egyenesek mentén levé karikdkba. A vizszintesekbe azok keriilnek, amelyekben nem szerepelnek
egyid6ben 8 és 1,7 és 2, 6 és 3,5 és 4. Ezek a kovetkez6k: 18= 8+ 5+ 3+ 2, 18= 7+ 6+ 4+ 1. Ezekbdl
négyet az alsé sorba 4!= 24 féle képpen irhatunk, majd a masik négyet is 24 féle képpen, ez 6sszesen
48 kilonb6z6 megoldas. A folotte levs sorba a kitoltés mar egyértelmd.

5. feladvany: ird be a szamokat a mellékelt abran lathaté céltablaba 1-
tél 7-ig agy, hogy az 6sszeglik mindkét kdorvonalon, és az egyenesek mentén
minden esetben ugyanannyi legyen.

Megfejtés: Betlizziik el a kis kdroket a mellékelt dbra szerint. irjuk fel tehat a feladat
feltételeit: a+ b+ c+ d+ e+ f+ g= 28 (1), a+ c+ e=S (2), b+ d+ e= S (3), g+ f+ e=S (4), a+ b+ g=S (5),
c+ d+ e=S (6). Osszegezve a (2)- (4) 6sszefiiggéseket kapjuk, hogy: a+ b+ c+ d+ e+ f+ g +2e= 3S, vagyis

3S
28+ 2e=3S, ahonnan € = ?—14 (*). Most 6sszegezziik az (5)- (6) 6sszefliggéseket és kapjuk, hogy

a+ b+ c+ d+ e+ f+ g —e= 2S ahonnan 28- e= 25, vagyis e= 28- 2S (**). gy a (*) és (**) dsszefliggések
alapjan S= 12 és e= 4 adddik. A kdrok mentén nem szerepel a 4-es, ezért a 12-nek olyan felbontdsat
keressiik, amelyekben nem szerepel a 4-es. Ezek: 12= 7+ 3+ 2 és 12= 6+ 5+ 1. Ezek kozlil valamelyiket
helyezziik el a kiils6 koron, ez 2 féle képpen lehetséges. A bels6 koron a szamok beirdsa egyértelmu. A
kiils6 kérén a masik harom szamot szintén 2 féle képpen helyezhetjiik el, ezért 6sszesen 4 kiilonb6z6
megoldasunk van. a
6. feladvany: ird be a szdmokat a mellékelt dbra kis koreibe 1-t8l 8-ig gy, %/\R
hogy mind a 6 kor mentén a szamok 6sszege ugyanannyi legyen. y ( ©
Megfejtés: Bet(izziik el a kis kdroket a mellékelt bra szerint. {rjuk fel tehat a feladat X\Jy
feltételeit: a+ b+ c= S (1), b+ d+ s= S (2), c+ e+ g=S (3), f+ g+ h=5 (4) Ay
b+ c+ f+ g= S (5), a+ d+ h+ e= S (6), a+ b+ c+ d+ e+ f+ g= 36 (7). Az (5)- (6) alapjan 7
2S= 36, ezért S= 18. Tovabba az (1) —(4) alapjan a+ 2b+ 2c+ d+ 2f+ 2g+ h+ e= 72, igy a (7) alapjan



36+ b+ c+ f+ g= 72 vagyis az (5) alapjan 36+ 18= 72 ellentmondasra jutunk. Tehat a feladvanynak nincs
megoldasa.

A kovetkez6ben latni fogjuk, hogy ha ez utébbi feladvanyban elhagyjuk a kiilsé kort, akkor
mar lesz megoldas.

7. feladvany: ird be a szdmokat a mellékelt abra kis kdreibe 1-t61 10-ig
ugy, hogy mind az 3 kér mentén, mind a 2 kériv mentén és mind a 4 egyenes
mentén a szamok 6sszege 20 legyen.

Megfejtés: Bet(izziik el a kis kdroket a mellékelt dbra szerint. irjuk fel tehat a
feladat feltételeit: a+ b+ c+ d+ e= 20 (1), a+ b+ f+ g= 20 (2),

a+ e+ f=20(3), b+ e+ g=20(4), b+ c+ g+i=20(5), c+ e+ i= 20 (6),

c+ d+ i+ j=20(7), d+ e+ j= 20 (8), f+ g+ h=20 (9), h+ i+ j= 20 (10),

a+ b+ c+ d+ e+ f+ g+ h+ i+ j= 55 és természetesen a betlik paronként
kiilonboz6ek. . Az (1)-(9)-(10) 6sszegzésébdl a+ b+ c+ d+ e+ f+ g+ 2h+ i+ j=60,
és a (11) alapjan h=5 adddik. Tovabba a (2)- (7) 6sszegzésébdl kapjuk, hogy
a+ b+ c+ d+ f+ g+ i+ j=40 és a (11) alapjan e+ h= 15 adddik, és mivel h=5, ezért e= 10. irjuk be tehat az
abra h és e kiskoreibe az 5 illetve 10 értékeket, és folytassuk tovabb a kitoltést. Az (1) és e= 10
alapjan a+ b+ c+ d= 10 adddik, és mivel 10= 4+ 3+ 2+ 1 az egyetlen felbontasa a 10-nek, ezért

a,b,c,de {1, 2,3, 4} . vegyiik sorra:

1) Haa=1, akkor f=9, g= 6, b=4 és vagy c=3 és d= 2, vagy c= 2 és d= 3.

2) Haa=2,akkorf=8,g=7,b=3,ésvagyc=4ésd=1, vagyc=1ésd=4.

3) Haa=3, akkorf=7,g=8,b=2ésvagyc=4ésd=1,vagyc=4 és d=4

4) Haa=4, akkor f=6,g=9, b=1 és vagy c=3 és d= 2, vagy c=2 és d= 3.

Tehat a feladatnak 8 kiilénb6z6 megoldasa van.
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