A Cauchy fuggvenyegyenlet és néhany rokon probléma
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A  fuggvényegyenletek  egyik  alapegyenlete a  Cauchy
fliggvenyegyenlet, amely a kovetkezo:
-Melyek azok az f:R - R folytonos fliggvenyek, amelyek teljesitik az
f(x+y)=f(x)+ f(y) egyenletet, minden x, y[(OR esetén?” *)
. Noha a fliggvényegyenletet Cauchy mar 1821-ben megoldotta, és azota
8 szamos megoldasa latott napvilagot, mégis hasznosnak tartjuk, hogy
bemutassuk egy konstruktiv megoldasat, ugyanis ez a technika szdmos més
= fuggvényegyenlet megoldasanal alkalmazhato.

A Cauchy fliggvényegyenlet megoldasa konstruktiv. médon jol meghatarozott
Iepésekben torténi, ezek a kovetkezok:
1) A (*) egyenletben legyen x=y=t, ekkor kapjuk, hogy f(2t)=f(t)+f(t)=2f(t). Ha most az x=t
és y=2t értékeket adjuk, akkor f(3t)=f(t)+f(2t)=3f(t). Ezek alapjan kialakul az a sejtés, hogy
f(nt)= nf(t) ahol nON. Ezt indukcidval bizonyithatjuk is. Valoban, ha a (*) egyenletbe x=t és
y=nt, akkor f(t+nt)=f(t)+f(nt)=f(t)+nf(t)=(n+1)f(t). Tehat f(nt)=nf(t) ONONés tOR. (**)
2) Bizonyitani fogjuk, hogy f(x)=ax minden xON esetéen.
Ha most a (**)-ban t=1, és f(1)=a, akkor f(n)=an, vagyis f(x)=ax minden XN esetén.
3) Bizonyitani fogjuk, hogy f(x)=ax minden x(0Z esetén.
Ha a (*)-ban x=y=0, akkor f(0)=f(0)+f(0), ezért f(0)=0. Ha pedig x=t és y= -t, akkor
f(0)=f(t)+f(-t) vagyis O0=f(t)+f(-t), ahonnan f(-t)= -f(t). Ha a (**)-ban t helyett —t értéket
vesziink, akkor f(-nt)=nf(-t)= -nf(t) adddik, és a t=1 értékre kapjuk, hogy f(-n)= a(-n), vagyis
f(x)=ax minden x[0Z esetén.
4) Bizonyitani fogjuk, hogy f(x)=ax minden x[1Q esetén.
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5) Bizonyitani fogjuk, hogy f(x)=ax minden x(OR\Q esetén.
Legyen xOOR\Q és x JQ ugy, hogy x, — x. Mivel x 0Q ezért f(x)=ax, . Ezérta
hatarértekre terve felirhatd, hogy lim f(x )=Ilimax , ellenben az f folytonossaga miatt

limf(x)="f (Iim xn) = f(X), igy f(x)=ax adodik minden xR esetén. Tehat bizonyitottuk,

hogy a (*) fliggvényegyenletet csak az f(x)=ax fuiggvény teljesiti, ahol a= f(1).

A tovabbiakban néhany olyan folytonos fliggvényegyenletet mutatunk be, amelyek
visszavezethet6k a (*) alapegyenletre.
1. Példa: Melyek azok az f:R - R folytonos fuggvenyek, amelyek teljesitik az
f(x+y)=f(x)+ f(y)+begyenletet, minden x, y(OR esetén, ha b(OR adott szam?
Megoldés: Az egyenlet mindkét oldaldhoz adjunk hozzé b-t, igy ha bevezetjik az f(x)+b=g(x)
valtozocserét, akkor a flggvényegyenlet alapjan g(x+y)=g(x)+g(y) adodik, aminek a
megoldasa g(x)=ax, ezért f(x)+b=ax, igy f(x)=ax- b és a= f(1)+b.

A kovetkez6 fliggvényegyenlet Pexider-fele additiv fliggvényegyenlet nevet viseli.
2. Példa: Melyek azok az f,g,h:R - R folytonos fliggvények, amelyek teljesitik az

f (x+y) = g(x) +h(y) egyenletet, minden x, y[(OR esetén?



Megoldas: Legyen x=y=0, ezért f(0)=g(0)+h(0). Ha most csak x=0, akkor f(y)=g(0)+h(y) (1),
Ha pedig csak y=0, akkor f(x)=g(x)+h(0) (2). Osszegezve az (1) és (2) osszefiiggéseket
f(x)+f(y)= g(x)+h(y)+g(0)+h(0) adodik, vagyis f(x)+f(y)=Ff(x+y)+f(0). Eszrevehetd, hogy az
f(0)= -b jel6léssel éppen az el6z6 filggvényegyenletet kaptuk, ezért f(x)=ax —b. Igy az (1)
alapjan h(y)=ay —b — g(0) és a (2) alapjan g(x)=ax —b — h(0).

A kovetkez6 példa a Pexider egyenlet altalanosabb formdja, 3 fiiggvény helyett 4
flggvenyre, és a bizonyitasbol kiderul, hogy tovabb altalanosithatd tobb tag esetén is.
3. Példa: Melyek azok az ¢, f,g,h: R - R folytonos fuggvények, amelyek teljesitik az

p(x+y+2z)=f(x)+g(y)+h(z) egyenletet, minden x,y,zOOR esetén?
Megoldés: Legyen x=y=z=0, azért ¢(0) = f(0)+g(0)+h(0). Most legyenek rendre csak
y=z=0, majd x=z=0, majd x=y=0. Ekkor rendre kapjuk, hogy:
o(x) = £(x)+9(0) +h(0); ¢(y) =9(y) + f(0)+h(0); ¢(2) =h(z)+ f(0)+g(0). (i) Ha most
ezeket 6sszegezzik kapjuk, hogy
P(X) +p(y) +9(2) = £ (x) +g(x) +h(x) +2[ f (0) + g(0) + h(0)] vagyis
o(X) +p(y) +9(2) = p(x+ y+2) +2¢(0), ahol ha z=0, akkor
o(X+y)=p(X)+o(y)—@(0)igy az 1. Példa alapjan ¢(x)=ax+b ahol b=¢(0). Ha
bevezetjik az f(0)=b, g(0) =h,, h(0) =h, jeloleseket, akkor az (i) egyenletek alapjan
kapjuk, hogy f(x)=ax+h, g(x)=ax+h,, h(x) =ax+b, és b +b, +b, =b.

A kovetkezd fliggvényegyenlet Pexider-fele multiplikativ flggvenyegyenlet nevet
viseli.
4. Pelda: Melyek azok az f,g,h:R - (0,0) folytonos fuggvények, amelyek teljesitik az
f (x+y) = g(x) th(y) egyenletet, minden x, y[IR esetén?
Megoldas: Logaritmaljuk az egyenlet mindkeét oldalat a természetes alapd logaritmussal.
Ekkor Inf(x+y)=Ing(x)+Inh(y) adodik, ami F(x+y)=G(x)+H(y) alakd additiv
tipusu Pexider egyenlet, ennek megoldasat mar lattuk a 2. Peldaban, aminek alapjan azonnal
adodik, hogy a megoldasok f(x) =ab[&™, g(x) =al&™, h(x) =b&™ alaktak.

Belathatd, hogy a multiplikativ Pexider egyenlet is altalanosithat6 3-nal tébb fuggvény
esetén is.

A Kkovetkez6 harom példa fuggvényegyenlete kilalakra és tartalmilag is nagy

rokonsagot mutatnak a Cauchy fliggvényegyenlettel.
5. Példa: Melyek azok az f:R - (0,0) folytonos fuggvények, amelyek teljesitik az

f(x+y)=f(x)f(y) egyenletet, minden x, y(OR esetén?

Megoldas: Logaritmaljuk az egyenlet mindkét oldalat a természetes alapl logaritmussal.
Ekkor In f(x+y)=In f(x)+Ing(y) adodik, és ha g(x)=Inf(x), akkor g(x+y)=g(x)+g(y),
tehat g(x)=ax, ezért f(x) =¢e™.

6. Példa: Melyek azok az f :(0,0) -~ R folytonos fuggvények, amelyek teljesitik az
f(xOy) = f(x)+ f(y) egyenletet, minden X, y[OR esetén?

Megoldas: Az exponencialis fliggvény e*[&’ =€ tulajdonsagara gondolva vezessik be a
kovetkez6 valtozocserét: g(x) = f(e). Ekkor g(x+y)= (") és
g(x)+g(x) = f(e) + f(e') = f(e"[&") = f(e7) vagyis g(x+y)= g(x)+g(y) ezért g(x)=ax
vagyis f(€°) =ax és ha most x helyett In x-et irunk, f(x)=a Inx adodik.

7. Példa: Melyek azok az f:(0,0) - (0,00) folytonos fuggvények, amelyek teljesitik az
f(xOy) = f(X) F (y) egyenletet, minden x, y[OR esetén?



Megoldas: Most a logaritmus fliggveny Inx+Iny=Inxy tulajdonsagara gondolva, vezessik be a
g(x) =In f(e°) valtozocserét. Ekkor g(x+y)=In f(e") és
gxX)+g(y)=Inf()+Inf(e)=Inf(e)F(e')=Inf(e"@)=Inf(e"”) ami alapjan
g(x+y)=g(x)+g(y), tehat g(x) =ax, ezért In f(e*) =ax ahonnan f(e*) =™ és most az
e* helyett x-et irva kapjuk, hogy f(x) = x°.

8. Példa: Melyek azok az f :(0,0) - R folytonos fuggvények, amelyek teljesitik az
f(xOy) = xf (y) + yf (X) egyenletet, minden x, y[OR esetén?

Megoldas: Vegyuk észre, hogy ha az egyenlet mindkét oldalat elosztjuk xy-nal, akkor

bevezethet6 a g(x) :M valtozocsere, és g(xy)= g(x)+g(y) adodik, aminek a megoldasa a
X
6. Példa alapjan g(x)= a Inx, tehat ) =aln x ahonnan f(x)=axlInx.
X

9. Példa: Hatarozzuk meg azokat az f:R - R fuggvényeket, amelyekre teljesiilnek a

kodvetkez6 feltételek:
a) f folytonos az R-en

b) !me[ f (t)—t] =
c) f(x+y)=Ff(X)f(y)—-xf(y)-yf(X)+xy+x+y minden valés X, y értékre, és
f(1)=e +1.
Megoldas: Kénnyen észrevehetd, hogy ha bevezetjik a g(x)= f(x) —x valtozocserét, akkor
g(x+y)= g(x)g(y) ezért az 5. példa alapjan g(x)=e* ahonnan f(x) =e™ +x. A b) feltételbdl
k #0 ésaz f(1)=e +1 alapjan k=1, tehat f(x)=¢€* +x.
10. Példa: Hatarozzuk meg azokat az f:R - R folytonos fuggvényeket, amelyekre
teljestilnek a kdvetkezd feltételek:
1) IimM =
x-a x—a
2) (x—a)(y—a)f (x+y)=(x+y-a)f(x)f(y) minden valos x, y értékre.
ELLCU
Megoldas: Vezessik be a kovetkez6 segédfiiggvényt: g(x) =x—a . Az 1) alapjan ez
He* x=a
folytonos, és a 2) alapjan teljestl a g(x+y)=g(x)g(y) fliggvényegyenlet, igy az 5. példa alapjan
g(x) =€*, és g(a)=1, ezért a valtozdcsere alapjan f(x) =(x—a)[&*.
A kovetkez6 fliggvényegyenlet a Jensen-féle fliggvényegyenlet nevet viseli.
11. Példa: Melyek azok az f:R - R folytonos filiggvények, amelyek teljesitik az

fOx+y0 f(x)+1(y)
H 2

Megoldas: Végezzik ez az Xx helyett az x+y helyettesitést, igy kapjuk, hogy
fDx+22yD f(x+y§+f(y) OxO_ f(x)+ f(0) adodik. Most

e, ahol a=allando

egyenletet, minden x, yOOR esetén?

. Legyen most y=0, ezért f

Ox+y0 f(x+y)+f(0)

2 )
fuggvenyegyenlet alapjan kapjuk, hogy f(x+y)+ f(0)=f(x)+ f(y) és az 1. Példa alapjan
kapjuk, hogy f(x)=ax+b ahol a= f(1)+ f(0) és b=f(0).

helyettesitsik az x-et (x+y)-nal, ezért f és az eredeti




12. Példa: Melyek azok az f:R - (0,0) folytonos fuggvények, amelyek teljesitik az
[X+y[

f f(x)OF egyenletet, minden x, y(OR esetén?
BTH:*/ (X) CF (y) egy y

Megoldas: Végezzik ez az x helyett az x+y helyettesitést, igy kapjuk, hogy

Ox+2yQ . ox -
f f(x+y)F . Legyen most y=0, ezért f = ./ f(X)F (0) adddik. Most
BTH:*/ (x+y)F(y) . Legy y SE JE(X)F(0)

o , Ox+yQ . ,
helyettesitsiik az x-et (x+y)-nal, ezért f f (x+ y) T (0) ahonnan felirhaté, ho
y (x+y) e H:*/ (x+y) T (0) ay

f? DX; y ﬁz f(x+y) I (0) = f(X) T (y) és logaritmalva kapjuk, hogy
In f(x+y)F(0)=In f(x)F (y) vagyis In f (x+y)+In f(0)=Inf(x)+In f(y)ahol
bevezetve a g(x)=Inf(x)-Inf(0) valtozdcserét a g(x+y)=g(x)+g(y) adodik, igy g(x)=ax ezért
M:e""x ahonnan f(x) =« [&™, ahol a = f(0) és azlnﬂ.

f(0) f(0)

13. Példa: Melyek azok az f :(0,) — (0,) folytonos fiiggvenyek, amelyek teljesitik az

1
=L
f()+f(y)="f %x” +y")" [ egyenletet, minden x,yOR,, nON esetén?
il C

Megoldas: Az n=1 esetén visszakapjuk a Cauchy fliggvényegyenletet, amelynek a megoldasa
f(x)=ax. Legyen most n=2. Helyettesitsik x-et Ux -el és az y-t QN -nal. Ekkor felirhato,
hogy f(Ux)+ f(y)=f(@/x+y). Vezessik be most a g(x) = f (¥x) valtozécserét. Ekkor
kapjuk, hogy g(x+y)= g(x)+g(y), aminek a megoldasa g(x)=ax, ezért f(Q&) =ax ahonnan
f (x) =ax" adodik, ahol a= f(1).

14. Példa: Melyek azok az f : R — (—,1) folytonos fliggvenyek, amelyek teljesitik az

f(1)= -1, f(x+y)=f(x) + f(y) — f(X)f(y) fliggvényegyenletet, minden valos X, y esetén?
Megoldas: Vezessiik be a g(x)= In(1-f(x)) valtozocserét. Szamolassal azonnal adodik, hogy
g(x+y)=g(x)+g(y), ezért g(x)=ax, igy f(x)=1-e€*. Az f(1)= -1 alapjan a=In2, igy
f(x)=1-2%.

15. Példa: Melyek azok az f :(-1,1) — R folytonos flggvények, amelyek teljesitik az

Ox+y L . )
f(X)+f(y)="1 minden x, y1(-1,1) esetén?
dewy b

M, ahol thx = ¢ _e_x :
1+the hg e +e”
Ezért végezzik el az x=tha és y=thg helyettesitéseket. Ekkor az eredeti
fuggvényegyenletbdl, az emlitett szamolési képlet alapjan f (tha) + f (thg) = f (th(a + )
adodik, igy ésszerl a g(x) = f (thx)valtozocsere mindek alapjan g(x+y)=g(x)+g(y) adodik,
aminek a megoldasa g(x)=ax, ezért f(thx)=ax, ahonnan f(x)=a (arcthx).

Befejezesul  megjegyezzik, hogy kilonféle valtozocserékkel, a  Cauchy
fuggvényegyenletbdl barki szerkeszthet az elébbire visszavezethet6 fliggvényegyenletet.

Megoldas: Emlékeztetiink arra, hogy th(a + ) =
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