Egy érdekes logikai feladatrol
(A MatLap A:1872-es feladata kapcsan)

Tuzson Zoltan

A MatLap 5/2007-ban megjelent az A:1872-es feladata a kovetkezo:
A mellékelt dbran a,b, ..., k olyan természetes szdmok, amelyekre a tiz
egyenes mindegyikén a szamok Osszege 15.
a) Ha k=2, akkor igazoljuk, hogy e=5, majd hatarozzuk meg a tobbi
szamot.
b) Igazoljuk, hogy e=5, barmely k szam esetén”
A feladat kapcsan a kovetkezd kérdéseink meriilhetnek fol:

1) A feladat feltételei mellett (vagyis, ha a, b, ..., k mind természetes szdmok), mit
mondhatunk az a, b, ..., k szamok értékeir6l?

2) A feladat feltételei mellett (vagyis, ha a, b, ..., k mind természetes szadmok),
meghatarozhaték-e az a, b, ..., k szamok?

A tovébbiakban mindkét kérdést megvalaszoljuk. Irjuk fel a 10 szGbanforgé dsszeget,
ezek (a sorrendtol eltekintve), a kovetkezok:

(1) a+ g+ k=15, (2) a+ b+ c= 15, (3) k+ i+ c= 15, (4) g+ h+ e= 15, (5) h+ f+ b= 15,
(6) a+ f+ e= 15, (7) c+ d+ e= 15, (8) k+ e+ b= 15, (9) b+ d= 15, (10) i+ e= 15.

A (4), (6), (7), (8), (10) egyenletek mindegyikében szerepel az ,.e” betli. Ennek az 5
egyenletnek a megfeleld oldalait 6sszeadva kapjuk, hogy 5-e+a+f+g+h+k+b+i+d+c=75 amit
atrendezve igy frhatunk: 3-e+(a+g+k)+(h+f+b)+(e+i)+(e+d+c)=75 (*) . De az (1), (5) és (7)
alapjan a+g+k=h+f+b=e+i=e+d+c=15, ezért a (*) Osszefliggésbdl 3e+4-15=75, azaz e=5
adddik, tovabba a (10)-es Osszefiiggés alapjan i= 10. Tehat egy érdekes jelenség all fenn:
fliggetleniil a tobbi betli természetes szamot jelképezd értékeitdl, mindenesetben e= 5 és i= 10.

Térjiink most rd a masodik kérdésiink megvalaszoldsara! Ebbdl a célbdl probaljuk

kifejezni mindegyik betli értékét egy ugyanazon betii (paraméter) fiiggvényében!
A (3) alapjan c= 5-k; a (3) és (7) alapjan d= k+ 5; a (8) és (9) alapjan pedig d= k+ 5. A (2)
alapjan a= 15-(b+c)= 2-k, a (6) alapjan f= 10- a= 10- 2-a; az (1) alapjan g= 15- a — k= 15- 3'k
és a (4) alapjan h= 3-k- 5, ahol mindenesetben k egy természetes szamot jelol. A kapott
értékeket igy foglalhatjuk tdblazatba:

k a b c d e f g h i
k | 2k | 10-k 5-k 5+k | 5 | 10-2k | 15-3k| 3k-5 | 10

Azonban 3k- 520 ezért k> 2, tovabba 5- k> 0 ezért k< 5, és mivel ke N, ezért ke {2, 3, 4, 5}.
A k szam ezen értékeire kapott tobbi betli értékét az alabbi tablazatban foglaljuk Gssze:

k a b c d e f g h i

2 4 8 3 7 5 6 9 1 10
3 6 7 2 8 5 4 6 4 10
4 8 6 1 9 5 2 3 7 10
5 10 5 0 10 5 0 0 10 10

A megadott feltételek mellett ezek a szamok képezik a feladat Gsszes megolddsat.
Erdemes észrevenni, hogy k= 2 és k= 4 esetén csupa kiilonbozd szamokbdl 4116 megolddsokat
kaptunk, és k=5 esetén a kitoltés csak a 0, 5 és 10 szamokkal tortént.

Erdekes felfigyelniink arra, hogy mindezeket (a 15-6s 6sszegek mellett) csupan csak
azon megszorito feltételek mellett kaptuk, hogy a, b, ..., k mind természetes szamok!



