Egy gyufarejtvény kapcsan

Tuzson Zoltan tanar, Székelyudvarhely

Minden bizonnyal a tisztel Olvasok kozott kevesen vannak olyan személyek, akik
életiik sordn ne taldlkoztak volna valamilyen gyufarejtvénnyel. Ezek napjainkban is egyre
divatosabbak, oOtletesebbek lettek, ugyanis a megoldasuk érdekében konkrét cselekvéssel is
probalkozhatunk. Legtobbszor gyufaszélat (szdlakat) kell elmozditanunk és &dtrendezniink,
hozz4adnunk vagy elvenniink tigy, hogy egy adott eredményhez, helyzethez jussunk. Es ez
nem is mindig konnyii, nemritkdn egy-egy rejtvénynek tobb megolddsa is van, otletesebbnél
oOtletesebbek. Jelen dolgozat kiindul6pontjat is éppen egy gyufarejtvény képezi.

Egy gyufarejtvény és megoldasa:

A mellékelt dbra szerint, a 12 darab 1 egységnyi gyufaszalbdl olyan
keresztet alkottunk, amelynek a teriillete 5 gyufanégyzetbdl All.
Lehetséges - e, hogy a 12 gyufaszdl maradéktalan és fedés nélkiili
felhaszndldsaval olyan alakzatot alakitsunk ki, amelynek a teriilete csak
4 gyufanégyzet de a keriilete 12 gyufaegység maradjon?

A valasz igenld. A feladvanynak tobb megolddsa is van, ime néhany:
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A feladvany kapcsan, egy kis kivancsisaggal talan megprobalhatnank a 12 gyufabol még sok
mads alakzatot is kirakni, amelyeknek figyelnénk a teriiletét. Ime néhany alakzat:
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Az (1) -(11) abrakon lathat6 sokszogek teriiletei rendre: 9; 8; 7; 6; 5; 4; 4 ———=3,14; 3,
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3 5 ~2,14;2; 3=1,73 gyufanégyzet. Figyelemmel kisérve, hogy a kirakott alakzatok
tertiletiik és form4juk még nagyon sokféle képpen véltozhat, természetesen tehetiink fel
néhany kérdést.
Kérdések az el6z6 gyufarejtvény kapcsan:
1) Vajon mekkora lehet a legkisebb kirakhat6, 12 egység keriiletli alakzatnak a teriilete?
2) Vajon mekkora lehet a legnagyobb kirakhatd, 12 egység keriiletli alakzatnak a
tertilete?
3) Az illetd korlatok kozott vajon milyen teriiletértékeket vehetnek fel konkrétan a
kirakott, 12 egység keriiletli alakzatok?



Probalkozasok és kisérletezések:

A bemutatott 11 dbra alakzatainak szerkesztése alapjan aligha akad olyan otletiink, amellyel
biztosan eldonthetnénk, hogy mikor is értiink el a legkisebb teriiletli sokszoghtz. Mas
kisérletezési utat kell valasztanunk. Erre taldn tippet adhat a bemutatott gyufafeladvany
negyedik megolddsindl levd paralelogramma. Vagy éppen egy mds paralelogramma. Hogy
miért? Azonnal meglatjuk. Az (1) dbra 3x3-as négyzete helyett tekintsiink egy 3x3-as
paralelogrammat. Ezt tekintsilk ugy, hogy a 4 sarkaban (és csak itt) ,,csuklésan
mozgathaté”. Ekkor tehdt akiar a paralelogramma
hegyesszogének « mértékét valtoztatjuk, akir a
paralelogramma x magassdgdnak a hosszat. Ha ez utébbit
valasztjuk, akkor a paralelogramma teriilete 7 = 3- x
gyufanégyzet. Tekintsiik az f: (0; 3] — (0; 9] és fix)= 3 x
képlettel értelmezett fiiggvényt. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy barmely T € (0; 9]
teriiletmértéket kifejez0 szam esetén 1étezik olyan xe (0; 3] amelyre 7= 3-x, ez a 1étezd x

T :
érték éppen az elore megvalasztott 7T-re szdmitva x :ge (0; 3]. Ezéltal tulajdonképpen az

fliggvény sziirjektivitasat ellendriztiik, és harom fontos kovetkeztetést vonhatunk le:

1°) A ,,csuklésan mozgathaté” paralelogramma x magassagdnak a csokkentése altal, a T
értéke barmilyen kicsi (pozitiv) szam lehet, a kertilete persze 12 gyufabdl all.
2°) Barmilyen eldre valasztott T € (0; 9] teriiletnagysdg esetén megvdlaszthatjuk a ,,csuklésan
mozgathat6” paralelogramma magassagét ugy, hogy annak teriilete éppen T legyen. Vagyis az
x véltoz6 értékei szerint barmely T € (0; 9] teriilet esetén kirakhat6 a 12 gyufahossz keriiletli
paralelogramma (és még csak nem is konkdv sokszogek, amint az (1)-(11) &brdk esetén
lathattuk), amelynek a teriilete éppen 7.

3°) A legnagyobb teriiletli ,,csuklésan mozgathat6
x =3, vagyis a paralelogramma egy 3x3-as négyzet.

Probéljunk most elgondolkodni, hogy milyen alakzatot kellene kirakjunk ahhoz, hogy

a lehetd legnagyobb teriiletet kapjuk? Ha az el6z6 hdrom kovetkeztetésbdl jol megfigyeljiik,
hogy ott a 3x3-as négyzet teriilete lett az adott feltételek mellett a legnagyobb, akkor taldn
hamarosan beugrik a mentd Otlet: mivel a négyzet szabalyos négyszog, rakjunk ki a 12
gyufaszalbol mas szabalyos sokszoget.
Leghamarabb beldthatd, hogy éppen kirakhaté olyan szabdlyos hiaromszog,
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paralelogrammat akkor kapjuk, amikor

amelynek az oldalhossza 4  gyufaegység. Ennek a teriilete
2 2
T, = a4 4\/5 = 4 4\/3 = 4-\/5 =6,92 és ez joval kisebb 9.

Hat akkor rakjunk ki 4-nél tobb oldald konvex szabdlyos sokszoget. A 12 gyufaszalbol
kirakhaté példdul a 2 gyufaegység oldalhosszu szabdlyos hatszog. Ennek a

/ teriilete 6 szabdlyos hdaromszog teriilete, amelynek oldalhossza 2
w , . @N3_ 2B_ g . ,

gyufaegység, vagyis T, =6- 2 =6- 1 =6-4/3~10,38 és ez mér

tobb mint a 9.
Tehat j6 lenne még tobb oldali konvex szabdlyos sokszdget kiraknunk, pontosabban a lehetd
legtobb oldalut!
Igen, és ez lehetséges is, hiszen a 12 gyufaszéllal kirakhat6 egy 1 gyufaegység oldald
szabdlyos 12-sz0g. Legyen ennek a kdzéppontja O, és két egymads utdni csicsa A
és B. Legyen az O-bdl hizott magassidg ossza m. Mivel az AOB <« = 30°, ezért
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teriilete 7,, =12- 1Tm—3-(2+x/§)z11,19. Es ez még tobb mint a Ty értéke.

. Igy a szébanforgé szabilyos tizenkétszog
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Természetesen meriil fel a kérdés: kaphatunk-e még a 7;,-nél is nagyobb szamot? Az
intuicionk azt sugallja, hogy nem valészinli! De hogyan bizonyithatnank? Nem tdl konnyen,
hiszen az elemzésiink sordn a matematikdnak egy kevésbé elemi témakorébe csOppentiink, az
ugynevezett izoperimetrikus probléma témakorébe. Pillantsunk hat bele ennek a teriiletnek
azon részeibe amelyek szdmunkra most fontosak.

A sikbeli izoperimetrikus probléma rovid ismertetése:

Az ,izoperimetrikus” sz6 az izo = dllandd, periméter = keriilet sz60sszetételbdl ered.

Egyszeriien fogalmazva, a probléma a kovetkezo:
a) Mekkora teriiletet lehet koriilkeriteni egy adott hosszisigu kotéllel?
b) Adott hosszisdgu kotél éltal hatarolt sikidomok koziil melyiknek a legnagyobb a
tertilete?
¢) Adott keriiletli sikidomok koziil melyiknek a legnagyobb a teriilete?
Kozottiik csupan formai, megfogalmazasbeli kiilonbség van, a valaszt mindegyikre hasonl6
modon adhatjuk meg.

A sikbeli izoperimetrikus tétel a kovetkezo:

1. Tétel: Az ugyanakkora keriiletli sikidomok koziil a kor teriilete a legnagyobb. (v.6. [1], 13.
oldal). A tétel amilyen egyszeriien és nagyszerien ,.hangzik”, ennek ellenére, a mai napig
nem sziiletett rd igazdn elemi bizonyitds. Miel6tt a probléma, és a tétel torténelmi
vonatkozdasardl irnank, fogalmazzunk meg a sokszogek izoperimetrikus tételei koziil kettot:

2. Tétel: Adott oldalszamu és adott keriiletli sokszogek koziil a szabdlyos sokszog a
legnagyobb teriiletti (v. 6 [2], 201. oldal).

3. Tétel: Adott, ugyanakkora keriiletli sokszogek koziil, nincs egy legnagyobb teriiletii.
(v.0.[1], 34., 46. és 71. oldal). Részletesebben fogalmazva, egy tobbetmond6 eredmény: Egy
ugyanakkora keriiletli n-oldald és (n+1)-oldali szabdlyos sokszogek koziil az utébbinak a
teriilete a nagyobb. (v.6.[2], 201. oldal). Ez ut6bbi kijelentésnek mondjuk van némi intuitiv
alapja is, hiszen ha egy adott korbe egyre nagyobb oldalszdimmal rendelkezd szabdlyos
sokszoget irunk, akkor ennek a teriilete egyre ,kozelebb keriil” a kor teriiletéhez, de az
1. Tétel értemében ezt nem éri el.

Mindenek elott 1dssunk azonban néhany torténelmi attekintést.(v.o. [1], 24. oldal).

A monda szerint az izoperimetrikus probléma eredete a kdvetkezd: Dido, Tyrosz kirdlyanak
lanya volt. Nagybatyjahoz, Acerbdszhoz ment feleségiil, akit azonban mesés vagyona miatt
hamarosan meggyilkoltak. Dido ekkor Acerbdsz kincseivel egyiitt Ciprusra menekiilt, majd
innen tovabb hajozott Afrika Szicilidhoz kozeli partjaira. Elment a vidék uralkodéjdhoz és
elmondta neki, hogy szeretne a tengerpart mentén egy folddarabot vdsarolni, de nem
nagyobbat, mint amekkorit egy marhabdrrel koriil tud keriteni. Az uralkodé mosolyogva
beleegyezett a szépséges kirdlynd kérésébe, sot nagylelkiien még meg is ajdndékozta egy
jokora marhabdrrel. Az okos Dido keskeny csikokra vagta azt szét és a szeleteket
Osszecsomodzva olyan hosszd kotélhez jutott, amelyikkel joval nagyobb (tengerbenyuld)
foldteriiletet lehetett elkeriteni a tengerparton, mint amekkordt az uralkodé elképzelt. Igy
alapitotta meg Karthagé virdgzo védrosat, aminek késobb 0 lett a kirdlyndje.

A gorog matematikusok kozill Zenodorosz mar ie. 150 évvel foglalkozott
izoperimetrikus alakzatokkal, és 14 ebbe a témakorbe tartozé tételt bizonyitott be, tobbek
kozott az elobbiekben leirt 2. Tételt is (v.0. [1], 24. oldal). Az ,,Izoperimetrikus alakzatok™
cimli konyve sajnos elpusztult, de az 6 eredményeit tjra ismertette €s bebizonyitotta az
alexandriai Papposz i.sz. 300 koriil.

A kozépkorban szdmos neves matematikus foglalkozott ezzel a témakorrel. Néhdny
hires nevet emlitve: Descartes (1596-1650), Jacob Bernoulli (1645-1705), Johann Bernoulli
(1667-1748), Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813), és masok Kétségteleniil Jacob
Steiner (1796-1863) svdjci matematikus volt az, akinek a munkdssaga a korabbi eredmények
betetdzE€sét jelentette, szintetizdlta a kordbbi eredményeket, uj Otletekkel gazdagitotta e
problémakort, de mindegyikiik (akdrcsak Zenodorosz is), nyilvanvalénak tartotta és nem
bizonyitotta azt, hogy létezik megolddsa ennek a probléménak. (v.6. [1], 9. oldal). Dirichlet
(1805-1859) vette észre eldszor az izoperimetrikus tétel eddigi bizonyitdsdnak a hidnyossagat,



és csak 1870-ben, Weierstrass (1815-1892) kiiszobolte ki ezt, ugyanis szigorian
bebizonyitotta a kor nevezetes szélséértéktulajdonsagit. (Erdekes médon, [4]-ben a steineri
gondolatmenetet bizonyité erejlinek fogadjak el, v.6. [1], 25. oldal). Egész munkdssiga
matematikai szempontbo6l forradalmi valtozdsokat eredményezett. Ezek utdn szdmos mas
matematikus foglalkozott a probléma kiilonb6zd bizonyitdsaval (v. 6. [1], 26. oldal), de
mindmadig egyetlen igazdn elemi bizonyitds sem sziiletett.

Valaszok a foltett kérdésekre:

A Kkisérletezéseink sordn bebizonyitottuk, hogy a 12 gyufaszdl segitségével bdrmilyen kis
teriileti (de 12 gyufahossz keriiletll) alakzat (sajatos esetben ,.csukl6san mozgathatd”
paralelogramma) kirakhat6. S6t mi tobb: bdrmely (0; 9] gyufanégyzet teriilettel rendelkezd
paralelogramma kirakhat6. A mar bemutatottak mellett, ezt még a ,,csuklésan mozgathat$”
paralelogramma o szogének véltoztatdsaval is elérhetjiik, hiszen 7 = 3- x = 9 sina és
szimmetria okok miatt elegendd ha az a € (0; 90°] vizsgéljuk, és ekkor sin o minden értéket
folvesz a (0;1] intervallumbol. A maximadlis teriiletli sokszog kirakhatosdgara csak a 2. Tétel
és a 3. Tétel ad végleges valaszt: valdban, a kisérletezéseink sordn vizsgédlt 12 oldald
szabdlyos konvex sokszog esetén kapjuk a legnagyobb teriiletet és ez

3-(2+\/§ ) gyufanégyzet, hiszen a 12 gyufaszalbdl ez a legtobb oldallal rendelkez6 szabdlyos
sokszog ami kirakhat6. Tehat a kirakhatdo 12 gyufahossz keriiletii sokszogek teriilete a
0;3- (2+\/§)] intervallumba esik. Nem adtunk azonban vdlaszt arra a kérdésre, hogy igaz-e,

barmely (9; 3'(2+\/§)) gyufanégyzet teriilettel rendelkezd sokszog is kirakhat6? Mivel ugy
gondoljuk, hogy ennek a megvélaszolasa ha elemi is lenne, nem lenne rovid bizonyitas, ezért
ennek a problémanak a vizsgalasat az érdeklddd Olvaséra bizzuk.
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