ELSORENDU REKURZIOS OSSZEFUGGESSEL ERTELMEZETT
SOROZATOK TANULMANYOZASA ZSEBSZAMOLOGEPPEL

Tuzson Zoltan tanar, Székelyudvarhely

Gondolné-e valaki, hogy napjainkban a zsebszamologép (vagy a mobiltelefonok sza-
mologépe) a kozonséges szamolasokon kiviil még mésra is hasznalhato lenne? Ezt fogjuk iga-
zolni, megmutatva, hogy akar sorozatok konvergencidjanak tanulmanyozasara, vagy éppen
sorozat hatarértékének a megsejtésére is jol hasznalhatod, s6t ebben egyedi szerepet is kap,
hiszen sejtéseket alakittat ki, és nagyon jol szemléltet!

Az alabbiakban bemutatésra keriilg témat sikeresen kiprobaltam a matematika 6raimon,
és barkinek csak javasolni tudom, hogy probalja ki 6 is, mert megéri!

Kisérleteim célja az volt, hogy a tanulokkal tanulméanyozzuk egyes rekurzios képlettel
értelmezett sorozatok konvergenciajat. Elgz6leg a tanulok mar elsajatitottak a f&bb sziikséges
fogalmakat és ismereteket, tovibba a sorozatok monotonitasa és korlatossaga kapcsan tanul-
takat, valamint elkezdtiink sorozat hatarértékeket szamolni, de ezen a téren még gyerekcip&ben
jartunk.

Véleményem szerint a 11. osztdlyos matematikai analizis, és kiilonosképpen a sorozatok
konvergenciaja, a hatarértékiik kiszamolésa azért értheté meg és sajatithato el nagyon nehezen,
mert hidnyzik a kell6en attekintheté konkrét modell. Pontosabban, a végtelennel kapcsolatos
jelenségeket nem igazan lehet modellezni. Nincs erre semmi intuitiv alap, sem tamasz. Csupan
értelmezések, fogalmak, el6irt szabalyok, tételek. Ezért tiin6dtem azon, hogyan is lehetne a
témakort tgymond ,cselekedtetve” megismertetni? Ekkor eszembe jutott, hogy a kézi sza-
mologéppel eléggé gyorsan olyan fogalmakat tudunk kezelni, mint monotonitéas, korlatossag,
és végs6 soron a konvergencia fogalma. Ezért ugy dontottem, hogy kiprobalom mindazt, amit
az alabbiakban kozreadok. Es beismerem, nem bantam meg, mert a visszajelzések szerint, a
tanulok sokkal jobban megértették a témakort, mintha csak krétaval a fekete tablara frtam
volna a leckét. Természetesen az alabbiakban bemutatott bizonyitadsokat részletesen a tablan
bemutatva elemeztiik, de csak miutan elvégeztiik a kovetkezd kisérleteket, azutan érveltiink és
bizonyitottunk.

1. Kisérlet: Egy zsebszamoldgépbe irjuk be a 2-est, és vonjunk bel6le gyokot. Az eredmény-
b6l ismét vonjunk gyokot. Ezt ismételjiik meg mindaddig, amig a kijelz6n ugyanazt a szamot
nem kapjuk. Mit mondhatunk az igy értelmezett sorozat monotonitasarol, korlatossagarol és
hatarértékérsl? Hogyan magyardzzuk meg a latottakat?

Megoldas:

A zsebszamologép kijelzGjén, amely 8 karaktert tud megjeleniteni, rendre ezt lathatjuk:
1.4141356; 1.1892071; 1.0905076; 1.0442737; 1.0218971; 1.0108892; 1.0054298; 1.0027112;
1.0013546; 1.0006770; 1.0003384; 1.0001691; 1.0000845; 1.0000422; 1.0000210; 1.0000104;
1.0000051; 1.0000025; 1.0000012; 1.0000005; 1.0000002; 1.0000001; 1.; 1.; 1.; ... Leolvashatok
a kovetkezd tulajdonsagok:

1) Az igy keletkezett sorozat szigorian csokkend. Ezt bizonyitani is fogjuk! A szoban forgo

1 1 1

sorozat tagjai rendre: a; = V2 = 2%, a4y = Jar = VV2 = 2%, a3 = Jaz = \/V V2 = 2%,
(n+1)-gydk )

és altalaban a,i1 = an, = \/V V... V2 = 22" minden n > 1 esetén. Konnyen

lathato, hogy a1 > (/a1 = as, ezért ha matematikai indukcio m(’)dszerét hasznéljuk, és feltételez-

zik, hogy a,_1 > a,, akkor az a,_1 — a, = \/a, — /Gn_1 = Osszefiiggés alapjan
\/ Qp, + vV Qp—1

azonnal adodik, hogy a,.1 > a,, vagyis a sorozat valoban szigorian csokkend. A monotonitést
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masképpen is bizonyithatjuk, példaul, ha felirjuk, hogy Intl _ =2 <2°=1 Ez
a

1
mn

n 22
rovidebb az el6z6 bizonyitéasnal, de azt a bizonyitasi technika elsajatitasaért lattuk fontosnak
bemutatni.

2) Mivel a sorozat szigortian csokkend, ezért van egy legnagyobb alsé korlatja. A sza-
mologép kijelzései alapjan az a sejtésiink, hogy a legnagyobbl also korlat az 1, vagyis 1 < a,,
barmely n > 1 esetén. Ezt bizonyithatjuk is, hiszen a, = 2*° > 2° = 1 nyilvanval6 barmely
n > 1 esetén. Tehat a, € (1,v2], n > 1.

3) Mivel az (an),>1 sorozat szigortian csokkend és korlatos, ezért Weierstrass tétele
alapjan a sorozat konvergens, vagyis van véges hatarértéke. A zsebszamologép kijelzGjén ezt
ugy érzékeljiik, hogy bizonyos szamu miiveletvégzés utan a kijelzon az 1 lathato. Ez tehat ast

jelenti, hogy lim a, = 1, ami valoban igaz, mert lim 2*° = 1 nyilvanvalo. Egyuttal az az
ismert tétel is’? szogmléltetésre keriilt, amely szerint engyoomonoton csokkend sorozat legnagyobb
also korlatja éppen a sorozat hatarértéke, esetiinkben éppen 1.

4) Tovabba magyarazasra szorul az, hogy bizonyos szamu miiveletvégzés utan, a szé-
mologép kijelzGjén miért jelenik meg mindig az 1-es. Ennek az okara konnyen rajoviink, ha
példaul egy 8-nal t6bb kijelz6s szamologépen végezziik a szamolasokat, ahol az 1, 0000000 utan
még 0-t6l kiilonboz6 szdmjegyek is megjelennek. Tehat, a 8 karaktert kijelz6 szdmologépen,

valojaban 7 tizedes pontossaggal kozelitettiik meg a sorozat hatarértékét.

2. Kisérlet: Ugyanaz a feladat, mint az el6z6 kisérletben, csak a 2-es szam helyett egy
més, tetszéleges a > 0 szamot vesziink.

Megoldas:

Konkrét esetekben elvégezve a szamolasokat, a kijelzett szamértékeket figyelve annyit
vehetiink észre, hogy bizonyos lépésszam utan megint az 1-es jelenik meg, és az 1-et hamarabb,
illetve késébb érjiik el, vagyis a ,konvergencia gyorsasiga’ is valtozik. Minden mas eredmény

és bizonyitas megegyezik az el6bbiekben bemutatottakkal. Osszegezve, végiil is bizonyitottuk,
n-gyok

hogy minden a > 0 szam esetén lim {/1/+/.../a = 1, vagyis 1/1/+/...va = 1, ahol a

n—oo
gyokjelek szama nagy.

3. Kisérlet: A zsebszamologépbe irjuk be a 2-est, és vonjunk belgle gyokot. Az eredményt
szorozzuk meg 2-vel, és ismét vonjunk gyokot. Ezt ismételjiik meg mindaddig, amig a kijelz6n
ugyanazt a szamot nem kapjuk. Mit mondhatunk az igy értelmezett sorozat monotonitasarol,
korlatossagarol és hatarértékérsl? Hogyan magyarazzuk meg a latottakat?

Megoldas:

A zsebszamologép kijelzGjén, amely 8 karaktert tud megjeleniteni, rendre ezt lathatjuk:
1.4141356; 1.6817928; 1.8340080; 1,9152065; 1.9571441; 1.9784560; 1.9891988; 1.9945921;
1.9972942; 1.9986466; 1.9993232; 1.9996615; 1.9998307; 1.9999153; 1.9999576; 1.9999758;
1.9999884; 1.9999947; 1.9999973; 1.9999986; 1.9999993; 1.9999996; 1.9999998; 1.9999999; 2;
2; 2; .... Leolvashatok a kovetkez6 tulajdonsagok:

1) Az igy keletkezett sorozat szigoriian novekvé. Ezt bizonyitani is fogjuk! A szo6ban forgd

1
sorozat tagjai rendre: a; = V2 = 27, ay = /2a; = V2V?2 = 22+ =/2a; = \/2V2V2 =

\'n,+1 gyok L . .

1,1.1 I S AR pp——
= 22+4+8, és altalaban a,,; = \/2\/ 2 o TR g an
minden n > 1 esetén. Kénnyen lathato, hogy a \/_ = a1 < V2a; = V22 = as, és az

Qpi1 — Qp = V20, — /20,1 = \/% n \O}gal_) Osszefiiggések alapjan matematikai indukcioval
mn n—1
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bizonyithatjuk, hogy a sorozat valdéban szigorian névekvé.

2) Mivel a sorozat szigortian novekvs, ezért van egy legkisebb felss korlatja. A szamologép
kijelzései alapjan az a sejtésiink, hogy a legkisebb fels§ korlat 2, vagyis a,, < 2, barmely n > 1
esetén. Ezt konnyen bizonyithatjuk matematikai indukcioval, ugyanis a; = V2 < 2, és ha
feltételezziik, hogy a, < 2, akkor a,41 = v/2a, < v/2-2 = 2. Tehat a, € [v/2,2) barmely n > 1
esetén.

3) Mivel az (a,),>1 sorozat szigortian névekvé és korlatos, ezért Weierstrass tétele alapjan
a sorozat konvergens, vagyis van véges hatarértéke. A zsebszamologép kijelz§jén ezt ugy

érzékeljlik, hogy bizonyos szami miiveletvégzés utan a kijelzén a 2 lathaté. Ez tehat azt je-
=g

lenti, hogy lim a,, = 2, ami valéban igaz, mert lim 2 = 2 nyilvanval6. Egyuttal az az
n—oo

n—odo
ismert tétel is szemléltetésre keriilt, amely szerint monoton novekvs sorozat legkisebb felsd

korlatja éppen a sorozat hatarértéke, esetiinkben 2.

4. Kisérlet: Ugyanaz a feladat, mint az el6z6 kisérletben, csak a 2-es szam helyett més,
tetszGleges a > 0 szamot vesziink.

Megoldas:

Konkrét esetekben elvégezve a szamolasokat, a kijelzett szamértékeket figyelve annyit
vehetiink észre, hogy bizonyos lépésszam utan éppen az a szam jelenik meg a kijelz6n. Minden
més eredmény és bizonyitas megegyezik az el6bbiekben bemutatottakkal, csak a lim a, = x

n—~o0

valtozik az a; = \/a szerint. Osszegezve, végiil is bizonyitottuk, hogy minden a > 0 szam esetén

n-gyok
lim \/ ar/a a = a, vagyis \/a\/a\/a. ..v/a = a, ahol a gyokjelek szama nagy.
n—oo

5. Kisérlet: A zsebszamologépbe irjuk be a 2-est, és vonjunk bel6le gyckot. Az eredmény-
hez adjunk hozza 2-6t, és ismét vonjunk gyokot. Ezt ismételjiik meg mindaddig, amig a kijelz6n
ugyanazt a szamot nem kapjuk. Mit mondhatunk az igy értelmezett sorozat monotonitasarol,
korlatossagarol és hatarértékérsl? Hogyan magyarazzuk meg a latottakat?

Megoldas:

A zsebszamologép kijelz6jén, amely 8 karaktert tud megjeleniteni, rendre ezt lathatjuk:
1.414135; 1.8477590; 1.9615705; 1.9903694; 1.9975909; 1.9993976; 1.9998494; 1.9999623;
1.9999905; 1.9999976; 1.9999994; 1.9999998; 1.9999999; 2; 2; 2; ....

1) Az igy keletkezett sorozat szigortian névekvs. Ezt bizonyitani is fogjuk! A széban forgo

sorozat tagjai rendre: a; = \/5, ay = V2+a; = \/2+\/§, as = V2+a, =1\/2+ \/2+\/§,

(n+1)-gydk
és altaldban a,.1 = 2+a, = \/2 + \/2 + V24 V2 minden n > 1 esetén.

Lathato, hogy ezittal csak rekurzios Osszefiiggést kaptunk, nem lehet képletesen felirni az al-

talanos tagot, mint az el6bbi esetekben. Kénnyen lathato, hogy az a; = v2 < V2 + V2 = ao,
Ay — Uy

6 Az Gpi1 — Ay = V24 a, — V24 an1 \/2+&:+\;21+&n1

matematikai indukciéval bizonyithatjuk, hogy a sorozat valéban szigorian névekvé.

2) Mivel a sorozat szigortian novekvs ezért van egy legkisebb felsg korlatja. A szamologép
kijelzései alapjan az a sejtésiink, hogy a legkisebb fels§ korlat 2, vagyis a,, < 2, barmely n > 1
esetén. Ezt konnyen bizonyithatjuk matematikai indukcioval, ugyanis a; = v/2 < 2, és ha
feltételezziik, hogy a, < 2, akkor ani1 = V2 + a, < V2 + 2 = 2. Tehat a, € [V/2,2), barmely
n > 1 esetén.

3) Mivel az (an),>1 sorozat szigorian novekvs és korlatos, ezért Weierstrass
tétele alapjan a sorozat konvergens, vagyis van véges hatarértéke. A zsebszamoldgép
kijelzGjén ezt ugy érzékeljiikk, hogy bizonyos szamu miiveletvégzés utdn a kijelzén 2

Osszefiiggések alapjan
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lathato. Ez tehat azt jelenti, hogy lim a, = 2, ami val6ban igaz, mert ha lim a, = =z,
n—oo n—oo

akkor lim a, 1 = =« is igaz, igy hatarértékre térve az a,.1 = +/2+a, rekurzioban,

az *r = 24z, 22 — 2 — 2 = 0 egyenlet adodik, ahonnan csak az z = 2 felel

meg, mert x = —1 ¢ [v/2,2). Tehat valéban lim a, = 2, ami azt jelenti, hogy
n-gyok e

lim \/2+\/2+\/2+ V2 vagy mésképpen \/2+\/2+\/2+...+\/§

ahol a gyokjelek szama nagy.

6. Kisérlet: Az el6z6 feladatban a 2-es szam helyett 6-ot vesziink. Mit mondhatunk az igy
kapott sorozat monotonitasarol, korlatossdgarol és hatérértékérsl? Hogyan magyarézzuk meg a
latottakat?

Megoldas:

Az igy kapott sorozat a; = \/6, as = V6+a = \/6—|-\/6, as = +6+ay =

(n+1)-gydk

= \/6+\/6+\/é,ésaltalabananﬂ:\/6+an: \/6+\/6+\/6+...+\/6 minden

n > 0 esetén. Az elGbbiekhez hasonléan igazoljuk, hogy a sorozat szigortian novekvs. Ezért a
legnagyobb also korlat az els6 tag, vagyis a, > a; = v/6 barmely n > 1 esetén. A legkisebb
fels6 korlatot ezuttal is leolvashatjuk a kijelz6rdl, és ez éppen 3. Ezt konnyen bizonyithatjuk
matematikai indukcioval, ugyanis a; = /6 < 3, és ha feltételezziik, hogy a, < 3, akkor a,,, =

6+ a, < V643 = 3. Tehat a, € [V6,3), barmely n > 1 esetén. Mivel az (a,),>1 sorozat
szigorian noévekvG és korlatos, ezért Weierstrass tétele alapjan a sorozat konvergens, vagyis
van véges hatarértéke. A zsebszamologép kijelzGjén ezt ugy érzékeljiik, hogy bizonyos szamu
miveletvégzés utan a kijelzén 3 lathato. Ez tehat azt jelenti, hogy nhi& a, = 3, amit az el6z6ek

mintajara az x = /6 + x, 22 — v — 6 = 0 pozitiv gyoke szolgaltat, és ez éppen x = 3.

7. Kisérlet: Az el6z6 feladatban 6-os szam helyett 12-t vesziink. Mit mondhatunk az igy
kapott sorozat monotonitasarol, korlatossagarol és hatarértékérsl? Hogyan magyarazzuk meg a
latottakat?

Megoldas:
Az igy kapott sorozat a; = V12, as = VI2+ a1 = VI2+V12, a3 = VI2Fa; =

= \/12+ V12 + /12, és altalaban

minden n > 0 esetén. Az elgbbiekhez hasonldan igazoljuk, hogy a sorozat szigortian ndévekve.
Ezért a legnagyobb also korlat az elsé tag, vagyis a, > a1 = /12, barmely n > 1 esetén.
A legkisebb fels6 korlatot ezuttal is leolvashatjuk a kijelz6rél, és ez éppen 4. Ezt kdnnyen
bizonyithatjuk matematikai indukciéval, ugyanis a; = V12 < 4, és ha feltételezziik, hogy
a, < 4, akkor a,.1 = 12+ a, < V12 +4 = 4. Tehat a, € [\/_ 4), barmely n > 1 esetén.
Mivel az (a,,),>1 sorozat szigortian ndvekve és korlatos, ezért Weierstrass tétele alapjan a sorozat
konvergens, vagyis van véges hatarértéke. A zsebszamologép kijelzGjén ezt ugy érzékeljiik, hogy
bizonyos szamu miiveletvégzés utan a kijelzén 4 lathato. Ez tehat azt jelenti, hogy nhj& ay, =4,

(n+1)-gydk

amit az el6z6ek mintajara az x = /12 + x, 22 — 1 — 12 = 0 pozitiv gyoke szolgaltat, és ez éppen
a=4.

324



1. Megjeqgyzés:
Bizonyara felmeriil az Olvasoban a kérdés, hogy a 2, 6, 12 szamok helyett milyen més
szamot véalasszunk dgy, hogy lim a, = k természetes szam legyen? Nos, erre a valasz nem is
n—oo

olyan nehéz, hiszen az el6bbi sorozatok az a; = \/a, a,1 = v/a + a,, a > 0 rekurzioval voltak
értelmezve, és ha ebben hatarértékre tériink, akkor k = va + k, a = k* — k = (k — 1)k. Tehét,
az ay =+/aésac{1-2,2-3;3-4;...;(k—1)k;.. }ren~\(1} valasztassal a szoban forgo sorozat
hatarértéke rendre 2, 3, 4, ..., k, ...lesz. Természetesen az el6zGekhez hasonl6 kisérletek ezen
esetekben is elvégezhetGk.

8. Kisérlet: A zsebszamologépbe irjuk be a 1-est, és vonjunk bel6le gyokot. Az eredmény-
hez adjunk hozza 1-et, és ismét vonjunk gyokot. Ezt ismételjiik meg mindaddig, amig a kijelzén
ugyanazt a szamot nem kapjuk. Mit mondhatunk az igy értelmezett sorozat monotonitasarol,
korlatossagarol és hatarértékérsl? Hogyan magyardzzuk meg a latottakat?

Megoldas:
A zsebszamologép kijelzGjén, amely 8 karaktert tud megjeleniteni, rendre ezt lathatjuk:
1; 1.414135; 1.5537739, 1.5980531; 1.6118477; 1.6161212; 1.6174427; 1.6178512; 1.6179775;
1.6180165; 1.61802859; 1.6180323; 1.6180334; 1.6180338; 1.6180339; 1.6180339; 1.6180339;
. Ezuttal az ,alland6” szidmnak nem egy egész szamot kaptunk, hanem a 1.6180339
szamot, ami természetesen csak egy 7 tizedes pontossigi megkozelités. A sorozatunk ezit-

tal a1 = V1, ap = VIi+a = V1I+V1, a3 = VItay = \/1+\/1+\/I és altalaban

(n+1)-gytk

U1 = V1+a, = {/1+ \/ \/1 +V14+... +V1 minden n > 1 esetén. A Kkisza-
molt értékek alapjan szigortian névekvs, amit indukcioval az el6bbiek mintajara az a, 1 —a,

Ay — Ap—1
VIt an =1+ an VI+an+VIFan
sorozat szigorian noévekves, ezért a legnagyobb als6 korlat az els6 tag, vagyis a, > a; = 1,
barmely n > 1 esetén. A felsd korlatot illetGen az a sejtésiink, hogy a felsé korlat egy megkozelit
értéke 1.6180339.... Ha ez bebizonyosodna, akkor a sorozat monoton és korlatos lenne, igy

létezne lim a, = z, ami az a,+, = \/1 + a, rekurzi6 alapjan az v = V1+z, 22 —2—1=0
1++5
2

Osszefiiggés alapjan bizonyithatunk. Mivel a

pozitiv gydke, x =

= 1.6180339.. ., amit éppen a szamologéppel is kaptunk. Tehat,
+5
2

a sorozat legkisebb felsG korlatja az

= 1.6180339... szam (az ,aranymetszés szama”’

1++5
2 )

nevet is viseli), és ezt teljes indukcioval igazolhatjuk, hiszen ha feltételezziik, hogy a,, <

/ 1 5 1
akkor az a1 =1+ a, < +2\/_ + V5 is teljestl.

2. Megjeqgyzés:
Az el6bbi sorozatokat az a; = \/a, a,y1 = a+a,, a > 0 rekurzidval értelmeztiik.
Konnyen igazolhat6d, hogy ez a sorozat szigorian ndvekvs, és korlatos, pontosabban
1++vVda+1 . C
a, € |v/a, f) . BEzért konvergens, és ha lim a, = x, akkor ez teljesiti az x = v/a + «x,
n—odo
9 e 1+vda+1

x® —x —a = 0 egyenletet, amelynek pozitiv gyoke csak az x = — s . Az 1. Megjegyzés

alapjan, ez a hatarérték akkor és csakis akkor lesz természetes szam az a € N* valamely értékére,
ha a = (k— 1)k és k € N*\ {1}, minden mas esetben irracionalis szam.
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3. Megjeqyzés:

Az el6bbi tipusi sorozatok tagjainak ?
érdekes mértani szemléltetésiik és jelentésiik
van. A konnyebb &brazolas céljabol elemez-
ziik az a = 2 esetet (lasd az 5. Kisérletet). @)
Ugyanabban a koordinata-rendszerben abra- : fa) o
zoljuk az f: [-2,00) = Ry, f(x) = V2 +x és ﬂﬂ?‘)
ag: R — R, g(x) =z figgvényeket. Probaljuk ‘ i
abrazolni az ag = 0 és a1 = V24 a, ‘

IS st

rekurzios képlettel értelmezett sorozat tagjait, |
vagyis az aj, as = f(ay), az = flag), ..., % g YR
an, = f(an—1), ...szamokat. Eszrevehetd, hogy
ahogyan az n € N* értéke egyre nagyobb
értékeket vesz fel, igy az el6bbi sorozat tag-
jai az f(z) = V2 + x fiiggvénygorbén egyre jobban kozelednek a (2,2) koordinataju ponthoz,
vagyis éppen az /2 + 1 = x & 2° — 2 — 2 = 0 egyenlet egyetlen pozitiv gyokéhez, az v = 2-hoz.
Az y = x egyenlet megoldasait az f fiiggvény fixpontjanak nevezik. Esetiinkben x = 2 (ami
éppen a sorozat hatarértéke is) az f(z) = v/2 + x képlettel értelmezett fiiggvény fixpontja, ami
az abran az f(x) = /2 + z és a g(x) = x fiiggvények metszéspontjanak abszcisszaja.

9. Kisérlet: A zsebszamoldgépbe irjuk be az 1-es inverzét, majd adjunk hozza 1-et. En-
nek az eredménynek az inverzéhez megint adjunk 1-et, és a kijott eredmény inverzéhez jbol
adjunk 1-et. Ezt ismételjiik meg mindaddig, amig a kijelzén ugyanazt a szamot nem kapjuk.
Mit mondhatunk az igy értelmezett sorozat monotonitasarol, korlatossagarol és hatarértékérsl?
Hogyan magyarazzuk meg a latottakat?

Megoldas:

A zsebszamologép kijelz6jén, amely 8 karaktert tud megjeleniteni, rendre ezt lathatjuk:
2; 1.5000000; 1.6666666; 1.6000000; 1.6250000; 1.6153846; 1.6190476; 1.6176470; 1.6181818;
1.6179775; 1.6180555; 1.6180257; 1.6180371; 1.6180328; 1.6180344; 1.6180338; 1.6180340;
1.6180339; 1.6180339; 1.6180339; ...

1
A sorozatot igy értelmeztiik: a; = 1, ay = — 4+ 1, a3 = — + 1, és altalaban a,,; =
ay 5]

= —+ 1, minden n > 1 esetén. Ha a kijelz6 szamait kovetjiik azt 1atjuk, hogy a sorozat se nem
n

novekvs, se nem csokkend, ellenben a1 < az < a5 < ... < Ggp_1 < ... €S ay > ay > ag >

> ... > a9 > ..., vagyis a sorozatnak a paratlan indexi részsorozata szigorian novekvd, és a

paros indext részsorozata pedig szigortian csokkens. Ezt a sejtést be is bizonyithatjuk, hiszen

) . 1
a rekurzi6 alapjan a1 0 —a, = —+1— +1= (an — a,_2) és alkalmazzuk
Qp, Qp—1 Qp4+10n—10n0n—2

a matematikai indukci6 modszerét. A korlatossagot illetGen bizonyithatjuk, hogy 1 < a1 <

1++5

asr, < 2. Ezért a sorozat korldtos is, igy Weierstrass tétele

értelmében konvergens, vagyis van véges hatarértéke. Legyen lim a, = 1, igy
n—oo
az apr.; = — + 1 rekurzio alapjan * = — + 1, 22 — x — 1 = 0 egyen-
ap, x
1+V5

let adodik, amelynek pozitiv gyoke az x = ~ 1.6180339 tugynevezett

2

y,aranymetszés szam”. Mint lathato, a szamologép kijelzGjén is ez a 7 tizedes pontossagu szam
jelent meg mint hatarérték.

326



4. Megjeqyzés:
Amennyiben az el6bbi kisérletnél az a; = 1 helyett egy tetszbleges a; = a > 0 szamot

vennénk, akkor az el6z6 sorozat az a,,1 = — + a rekurzioval lesz értelmezve, és az elGbb
an

5
helyett az

bizonyitottak mintajara itt is ugyanazon eredmények bizonyithatok csak az

a++vVa?+4
2

tort lesz.

5. Megjegyzés:

Ismert, hogy a Fibonacci sorozatot igy értelmezziik: f; = fo = 1 és foio = foi1 + [
minden n > 1 esetén. Képezziik a Fibonacci sorozat két egymasutani tagjanak az aranyat,
vagyis legyen % = ay, minden k£ > 1 esetén. Ekkor f,12 = fni1 + frn alapjan a1 = — +1,

k Gp,
vagyis visszakaptuk éppen az el6z6 kisérletbeli sorozatot. Az ott bizonyitottak alapjan tehat a

Fibonacci sorozat két egymésutani tagjanak az aranyabol képezett sorozata konvergens, és a

+5
7

hatarértéke

Befejezésiil megjegyezziik, hogy szamos mas rekurzios Osszefiiggéssel értelmezett sorozat
konvergenciaja tanulmanyozhatd a szamologéppel. Az érdekl6dd olvasonak javasoljuk, hogy
a bemutatottak mintajara tanulmanyozza a kovetkez6 rekurzios Osszefiiggésekkel értelmezett
sorozatok konvergencidjat:

3

1) a; = 1 és a,y1 = v/4a, — 1 minden n > 1 esetén.
2)a; =a>0,k>0,a,1 =+/a, +k minden n > 1 esetén.
1
3)a; >0, k>0, a,41 = 5n + — minden n > 1 esetén.
Qp,
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