
ELS�REND� REKURZIÓS ÖSSZEFÜGGÉSSEL ÉRTELMEZETTSOROZATOK TANULMÁNYOZÁSA ZSEBSZÁMOLÓGÉPPELTuzson Zoltán tanár, SzékelyudvarhelyGondolná-e valaki, hogy napjainkban a zsebszámológép (vagy a mobiltelefonok szá-mológépe) a közönséges számolásokon kívül még másra is használható lenne? Ezt fogjuk iga-zolni, megmutatva, hogy akár sorozatok konvergeniájának tanulmányozására, vagy éppensorozat határértékének a megsejtésére is jól használható, s®t ebben egyedi szerepet is kap,hiszen sejtéseket alakíttat ki, és nagyon jól szemléltet!Az alábbiakban bemutatásra kerül® témát sikeresen kipróbáltam a matematika óráimon,és bárkinek sak javasolni tudom, hogy próbálja ki ® is, mert megéri!Kísérleteim élja az volt, hogy a tanulókkal tanulmányozzuk egyes rekurziós képlettelértelmezett sorozatok konvergeniáját. El®z®leg a tanulók már elsajátították a f®bb szükségesfogalmakat és ismereteket, továbbá a sorozatok monotonitása és korlátossága kapsán tanul-takat, valamint elkezdtünk sorozat határértékeket számolni, de ezen a téren még gyerekip®benjártunk.Véleményem szerint a 11. osztályos matematikai analízis, és különösképpen a sorozatokkonvergeniája, a határértékük kiszámolása azért érthet® meg és sajátítható el nagyon nehezen,mert hiányzik a kell®en áttekinthet® konkrét modell. Pontosabban, a végtelennel kapsolatosjelenségeket nem igazán lehet modellezni. Nins erre semmi intuitív alap, sem támasz. Csupánértelmezések, fogalmak, el®írt szabályok, tételek. Ezért t¶n®dtem azon, hogyan is lehetne atémakört úgymond �selekedtetve� megismertetni? Ekkor eszembe jutott, hogy a kézi szá-mológéppel eléggé gyorsan olyan fogalmakat tudunk kezelni, mint monotonitás, korlátosság,és végs® soron a konvergenia fogalma. Ezért úgy döntöttem, hogy kipróbálom mindazt, amitaz alábbiakban közreadok. És beismerem, nem bántam meg, mert a visszajelzések szerint, atanulók sokkal jobban megértették a témakört, mintha sak krétával a fekete táblára írtamvolna a lekét. Természetesen az alábbiakban bemutatott bizonyításokat részletesen a táblánbemutatva elemeztük, de sak miután elvégeztük a következ® kísérleteket, azután érveltünk ésbizonyítottunk.1.Kísérlet : Egy zsebszámológépbe írjuk be a 2-est, és vonjunk bel®le gyököt. Az eredmény-b®l ismét vonjunk gyököt. Ezt ismételjük meg mindaddig, amíg a kijelz®n ugyanazt a számotnem kapjuk. Mit mondhatunk az így értelmezett sorozat monotonitásáról, korlátosságáról éshatárértékér®l? Hogyan magyarázzuk meg a látottakat?Megoldás:A zsebszámológép kijelz®jén, amely 8 karaktert tud megjeleníteni, rendre ezt láthatjuk:1.4141356; 1.1892071; 1.0905076; 1.0442737; 1.0218971; 1.0108892; 1.0054298; 1.0027112;1.0013546; 1.0006770; 1.0003384; 1.0001691; 1.0000845; 1.0000422; 1.0000210; 1.0000104;1.0000051; 1.0000025; 1.0000012; 1.0000005; 1.0000002; 1.0000001; 1.; 1.; 1.; . . . Leolvashatóka következ® tulajdonságok:1) Az így keletkezett sorozat szigorúan sökken®. Ezt bizonyítani is fogjuk! A szóban forgósorozat tagjai rendre: a1 =
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másképpen is bizonyíthatjuk, például, ha felírjuk, hogy an+1
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< 20 = 1. Ezrövidebb az el®z® bizonyításnál, de azt a bizonyítási tehnika elsajátításáért láttuk fontosnakbemutatni.2) Mivel a sorozat szigorúan sökken®, ezért van egy legnagyobb alsó korlátja. A szá-mológép kijelzései alapján az a sejtésünk, hogy a legnagyobb alsó korlát az 1, vagyis 1 < an,bármely n ≥ 1 esetén. Ezt bizonyíthatjuk is, hiszen an = 2
1
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> 20 = 1 nyilvánvaló bármely
n ≥ 1 esetén. Tehát an ∈ (1,

√
2], n ≥ 1.3) Mivel az (an)n≥1 sorozat szigorúan sökken® és korlátos, ezért Weierstrass tételealapján a sorozat konvergens, vagyis van véges határértéke. A zsebszámológép kijelz®jén eztúgy érzékeljük, hogy bizonyos számú m¶veletvégzés után a kijelz®n az 1 látható. Ez tehát aztjelenti, hogy lim

n→∞
an = 1, ami valóban igaz, mert lim

n→∞
2

1
2n

= 1 nyilvánvaló. Egyúttal az azismert tétel is szemléltetésre került, amely szerint egy monoton sökken® sorozat legnagyobbalsó korlátja éppen a sorozat határértéke, esetünkben éppen 1.4) Továbbá magyarázásra szorul az, hogy bizonyos számú m¶veletvégzés után, a szá-mológép kijelz®jén miért jelenik meg mindig az 1-es. Ennek az okára könnyen rájövünk, hapéldául egy 8-nál több kijelz®s számológépen végezzük a számolásokat, ahol az 1, 0000000 utánmég 0-tól különböz® számjegyek is megjelennek. Tehát, a 8 karaktert kijelz® számológépen,valójában 7 tizedes pontossággal közelítettük meg a sorozat határértékét.2. Kísérlet : Ugyanaz a feladat, mint az el®z® kísérletben, sak a 2-es szám helyett egymás, tetsz®leges a > 0 számot veszünk.Megoldás:Konkrét esetekben elvégezve a számolásokat, a kijelzett számértékeket �gyelve annyitvehetünk észre, hogy bizonyos lépésszám után megint az 1-es jelenik meg, és az 1-et hamarabb,illetve kés®bb érjük el, vagyis a �konvergenia gyorsasága� is változik. Minden más eredményés bizonyítás megegyezik az el®bbiekben bemutatottakkal. Összegezve, végül is bizonyítottuk,hogy minden a > 0 szám esetén lim
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a ≈ 1, ahol agyökjelek száma nagy.3. Kísérlet : A zsebszámológépbe írjuk be a 2-est, és vonjunk bel®le gyököt. Az eredménytszorozzuk meg 2-vel, és ismét vonjunk gyököt. Ezt ismételjük meg mindaddig, amíg a kijelz®nugyanazt a számot nem kapjuk. Mit mondhatunk az így értelmezett sorozat monotonitásáról,korlátosságáról és határértékér®l? Hogyan magyarázzuk meg a látottakat?Megoldás:A zsebszámológép kijelz®jén, amely 8 karaktert tud megjeleníteni, rendre ezt láthatjuk:1.4141356; 1.6817928; 1.8340080; 1,9152065; 1.9571441; 1.9784560; 1.9891988; 1.9945921;1.9972942; 1.9986466; 1.9993232; 1.9996615; 1.9998307; 1.9999153; 1.9999576; 1.9999758;1.9999884; 1.9999947; 1.9999973; 1.9999986; 1.9999993; 1.9999996; 1.9999998; 1.9999999; 2;2; 2; . . . . Leolvashatók a következ® tulajdonságok:1) Az így keletkezett sorozat szigorúan növekv®. Ezt bizonyítani is fogjuk! A szóban forgósorozat tagjai rendre: a1 =
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bizonyíthatjuk, hogy a sorozat valóban szigorúan növekv®.2) Mivel a sorozat szigorúan növekv®, ezért van egy legkisebb fels® korlátja. A számológépkijelzései alapján az a sejtésünk, hogy a legkisebb fels® korlát 2, vagyis an < 2, bármely n ≥ 1esetén. Ezt könnyen bizonyíthatjuk matematikai indukióval, ugyanis a1 =
√

2 < 2, és hafeltételezzük, hogy an < 2, akkor an+1 =
√
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2 · 2 = 2. Tehát an ∈ [
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2, 2) bármely n ≥ 1esetén.3) Mivel az (an)n≥1 sorozat szigorúan növekv® és korlátos, ezért Weierstrass tétele alapjána sorozat konvergens, vagyis van véges határértéke. A zsebszámológép kijelz®jén ezt úgyérzékeljük, hogy bizonyos számú m¶veletvégzés után a kijelz®n a 2 látható. Ez tehát azt je-lenti, hogy lim
n→∞

an = 2, ami valóban igaz, mert lim
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= 2 nyilvánvaló. Egyúttal az azismert tétel is szemléltetésre került, amely szerint monoton növekv® sorozat legkisebb fels®korlátja éppen a sorozat határértéke, esetünkben 2.4. Kísérlet : Ugyanaz a feladat, mint az el®z® kísérletben, sak a 2-es szám helyett más,tetsz®leges a > 0 számot veszünk.Megoldás:Konkrét esetekben elvégezve a számolásokat, a kijelzett számértékeket �gyelve annyitvehetünk észre, hogy bizonyos lépésszám után éppen az a szám jelenik meg a kijelz®n. Mindenmás eredmény és bizonyítás megegyezik az el®bbiekben bemutatottakkal, sak a lim
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an = xváltozik az a1 =
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a szerint. Összegezve, végül is bizonyítottuk, hogy minden a > 0 szám esetén
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a ≈ a, ahol a gyökjelek száma nagy.5. Kísérlet : A zsebszámológépbe írjuk be a 2-est, és vonjunk bel®le gyököt. Az eredmény-hez adjunk hozzá 2-öt, és ismét vonjunk gyököt. Ezt ismételjük meg mindaddig, amíg a kijelz®nugyanazt a számot nem kapjuk. Mit mondhatunk az így értelmezett sorozat monotonitásáról,korlátosságáról és határértékér®l? Hogyan magyarázzuk meg a látottakat?Megoldás:A zsebszámológép kijelz®jén, amely 8 karaktert tud megjeleníteni, rendre ezt láthatjuk:1.414135; 1.8477590; 1.9615705; 1.9903694; 1.9975909; 1.9993976; 1.9998494; 1.9999623;1.9999905; 1.9999976; 1.9999994; 1.9999998; 1.9999999; 2; 2; 2; . . . .1) Az így keletkezett sorozat szigorúan növekv®. Ezt bizonyítani is fogjuk! A szóban forgósorozat tagjai rendre: a1 =
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összefüggések alapjánmatematikai indukióval bizonyíthatjuk, hogy a sorozat valóban szigorúan növekv®.2) Mivel a sorozat szigorúan növekv® ezért van egy legkisebb fels® korlátja. A számológépkijelzései alapján az a sejtésünk, hogy a legkisebb fels® korlát 2, vagyis an < 2, bármely n ≥ 1esetén. Ezt könnyen bizonyíthatjuk matematikai indukióval, ugyanis a1 =
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n ≥ 1 esetén.3) Mivel az (an)n≥1 sorozat szigorúan növekv® és korlátos, ezért Weierstrasstétele alapján a sorozat konvergens, vagyis van véges határértéke. A zsebszámológépkijelz®jén ezt úgy érzékeljük, hogy bizonyos számú m¶veletvégzés után a kijelz®n 2323



látható. Ez tehát azt jelenti, hogy lim
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2 = 2,ahol a gyökjelek száma nagy.6. Kísérlet : Az el®z® feladatban a 2-es szám helyett 6-ot veszünk. Mit mondhatunk az ígykapott sorozat monotonitásáról, korlátosságáról és határértékér®l? Hogyan magyarázzuk meg alátottakat?Megoldás:Az így kapott sorozat a1 =
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(n+1)-gyök minden
n ≥ 0 esetén. Az el®bbiekhez hasonlóan igazoljuk, hogy a sorozat szigorúan növekv®. Ezért alegnagyobb alsó korlát az els® tag, vagyis an > a1 =

√
6 bármely n ≥ 1 esetén. A legkisebbfels® korlátot ezúttal is leolvashatjuk a kijelz®r®l, és ez éppen 3. Ezt könnyen bizonyíthatjukmatematikai indukióval, ugyanis a1 =
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6, 3), bármely n ≥ 1 esetén. Mivel az (an)n≥1 sorozatszigorúan növekv® és korlátos, ezért Weierstrass tétele alapján a sorozat konvergens, vagyisvan véges határértéke. A zsebszámológép kijelz®jén ezt úgy érzékeljük, hogy bizonyos számúm¶veletvégzés után a kijelz®n 3 látható. Ez tehát azt jelenti, hogy lim
n→∞

an = 3, amit az el®z®ekmintájára az x =
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6 + x, x2 − x − 6 = 0 pozitív gyöke szolgáltat, és ez éppen x = 3.7. Kísérlet: Az el®z® feladatban 6-os szám helyett 12-t veszünk. Mit mondhatunk az ígykapott sorozat monotonitásáról, korlátosságáról és határértékér®l? Hogyan magyarázzuk meg alátottakat?Megoldás:Az így kapott sorozat a1 =
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(n+1)-gyökminden n ≥ 0 esetén. Az el®bbiekhez hasonlóan igazoljuk, hogy a sorozat szigorúan növekv®.Ezért a legnagyobb alsó korlát az els® tag, vagyis an ≥ a1 =
√

12, bármely n ≥ 1 esetén.A legkisebb fels® korlátot ezúttal is leolvashatjuk a kijelz®r®l, és ez éppen 4. Ezt könnyenbizonyíthatjuk matematikai indukióval, ugyanis a1 =
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12, 4), bármely n ≥ 1 esetén.Mivel az (an)n≥1 sorozat szigorúan növekv® és korlátos, ezért Weierstrass tétele alapján a sorozatkonvergens, vagyis van véges határértéke. A zsebszámológép kijelz®jén ezt úgy érzékeljük, hogybizonyos számú m¶veletvégzés után a kijelz®n 4 látható. Ez tehát azt jelenti, hogy lim
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a = 4.324



1. Megjegyzés:Bizonyára felmerül az Olvasóban a kérdés, hogy a 2, 6, 12 számok helyett milyen másszámot válasszunk úgy, hogy lim
n→∞

an = k természetes szám legyen? Nos, erre a válasz nem isolyan nehéz, hiszen az el®bbi sorozatok az a1 =
√

a, an+1 =
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a + an, a > 0 rekurzióval voltakértelmezve, és ha ebben határértékre térünk, akkor k =
√

a + k, a = k2 − k = (k − 1)k. Tehát,az a1 =
√

a és a ∈ {1 · 2; 2 · 3; 3 · 4; . . . ; (k − 1)k; . . .}k∈N∗\{1} választással a szóban forgó sorozathatárértéke rendre 2, 3, 4, . . . , k, . . . lesz. Természetesen az el®z®ekhez hasonló kísérletek ezenesetekben is elvégezhet®k.8. Kísérlet: A zsebszámológépbe írjuk be a 1-est, és vonjunk bel®le gyököt. Az eredmény-hez adjunk hozzá 1-et, és ismét vonjunk gyököt. Ezt ismételjük meg mindaddig, amíg a kijelz®nugyanazt a számot nem kapjuk. Mit mondhatunk az így értelmezett sorozat monotonitásáról,korlátosságáról és határértékér®l? Hogyan magyarázzuk meg a látottakat?Megoldás:A zsebszámológép kijelz®jén, amely 8 karaktert tud megjeleníteni, rendre ezt láthatjuk:
1; 1.414135; 1.5537739, 1.5980531; 1.6118477; 1.6161212; 1.6174427; 1.6178512; 1.6179775;1.6180165; 1.61802859; 1.6180323; 1.6180334; 1.6180338; 1.6180339; 1.6180339; 1.6180339;. . . . Ezúttal az �állandó� számnak nem egy egész számot kaptunk, hanem a 1.6180339számot, ami természetesen sak egy 7 tizedes pontosságú megközelítés. A sorozatunk ezút-tal a1 =
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(n+1)-gyök minden n ≥ 1 esetén. A kiszá-molt értékek alapján szigorúan növekv®, amit indukióval az el®bbiek mintájára az an+1−an =
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összefüggés alapján bizonyíthatunk. Mivel asorozat szigorúan növekv®, ezért a legnagyobb alsó korlát az els® tag, vagyis an > a1 = 1,bármely n ≥ 1 esetén. A fels® korlátot illet®en az a sejtésünk, hogy a fels® korlát egy megközelít®értéke 1.6180339. . . . Ha ez bebizonyosodna, akkor a sorozat monoton és korlátos lenne, ígylétezne lim
n→∞

an = x, ami az an+1 =
√

1 + an rekurzió alapján az x =
√

1 + x, x2 − x − 1 = 0pozitív gyöke, x =
1 +

√
5

2
= 1.6180339 . . ., amit éppen a számológéppel is kaptunk. Tehát,a sorozat legkisebb fels® korlátja az 1 +

√
5

2
= 1.6180339 . . . szám (az �aranymetszés száma�nevet is viseli), és ezt teljes indukióval igazolhatjuk, hiszen ha feltételezzük, hogy an <

1 +
√

5

2
,akkor az an+1 =

√
1 + an <

√

1 +
1 +

√
5

2
=

1 +
√

5

2
is teljesül.2. Megjegyzés:Az el®bbi sorozatokat az a1 =

√
a, an+1 =

√
a + an, a > 0 rekurzióval értelmeztük.Könnyen igazolható, hogy ez a sorozat szigorúan növekv®, és korlátos, pontosabban

an ∈
[√

a,
1 +

√
4a + 1

2

) . Ezért konvergens, és ha lim
n→∞

an = x, akkor ez teljesíti az x =
√

a + x,
x2 − x− a = 0 egyenletet, amelynek pozitív gyöke sak az x =

1 +
√

4a + 1

2
. Az 1. Megjegyzésalapján, ez a határérték akkor és sakis akkor lesz természetes szám az a ∈ N
∗ valamely értékére,ha a = (k − 1)k és k ∈ N

∗ \ {1}, minden más esetben irraionális szám. 325



3. Megjegyzés:Az el®bbi típusú sorozatok tagjainakérdekes mértani szemléltetésük és jelentésükvan. A könnyebb ábrázolás éljából elemez-zük az a = 2 esetet (lásd az 5. Kísérletet).Ugyanabban a koordináta-rendszerben ábrá-zoljuk az f : [−2,∞) → R+, f(x) =
√

2 + x ésa g : R → R, g(x) = x függvényeket. Próbáljukábrázolni az a0 = 0 és an+1 =
√

2 + anrekurziós képlettel értelmezett sorozat tagjait,vagyis az a1, a2 = f(a1), a3 = f(a2), . . . ,
an = f(an−1), . . . számokat. Észrevehet®, hogyahogyan az n ∈ N

∗ értéke egyre nagyobbértékeket vesz fel, úgy az el®bbi sorozat tag-jai az f(x) =
√

2 + x függvénygörbén egyre jobban közelednek a (2, 2) koordinátájú ponthoz,vagyis éppen az √2 + x = x ⇔ x2−x−2 = 0 egyenlet egyetlen pozitív gyökéhez, az x = 2-höz.Az y = x egyenlet megoldásait az f függvény �xpontjának nevezik. Esetünkben x = 2 (amiéppen a sorozat határértéke is) az f(x) =
√

2 + x képlettel értelmezett függvény �xpontja, amiaz ábrán az f(x) =
√

2 + x és a g(x) = x függvények metszéspontjának abszisszája.9. Kísérlet : A zsebszámológépbe írjuk be az 1-es inverzét, majd adjunk hozzá 1-et. En-nek az eredménynek az inverzéhez megint adjunk 1-et, és a kijött eredmény inverzéhez újbóladjunk 1-et. Ezt ismételjük meg mindaddig, amíg a kijelz®n ugyanazt a számot nem kapjuk.Mit mondhatunk az így értelmezett sorozat monotonitásáról, korlátosságáról és határértékér®l?Hogyan magyarázzuk meg a látottakat?Megoldás:A zsebszámológép kijelz®jén, amely 8 karaktert tud megjeleníteni, rendre ezt láthatjuk:2; 1.5000000; 1.6666666; 1.6000000; 1.6250000; 1.6153846; 1.6190476; 1.6176470; 1.6181818;1.6179775; 1.6180555; 1.6180257; 1.6180371; 1.6180328; 1.6180344; 1.6180338; 1.6180340;1.6180339; 1.6180339; 1.6180339; . . .A sorozatot így értelmeztük: a1 = 1, a2 =
1

a1
+ 1, a3 =

1

a2
+ 1, és általában an+1 =

=
1

an

+1, minden n ≥ 1 esetén. Ha a kijelz® számait követjük azt látjuk, hogy a sorozat se nemnövekv®, se nem sökken®, ellenben a1 < a3 < a5 < . . . < a2k−1 < . . . és a2 > a4 > a6 >

> . . . > a2k > . . ., vagyis a sorozatnak a páratlan index¶ részsorozata szigorúan növekv®, és apáros index¶ részsorozata pedig szigorúan sökken®. Ezt a sejtést be is bizonyíthatjuk, hiszena rekurzió alapján an+2 − an =
1

an

+1− 1

an−1

+1 =
1

an+1an−1anan−2

(an − an−2) és alkalmazzuka matematikai indukió módszerét. A korlátosságot illet®en bizonyíthatjuk, hogy 1 < a2k−1 <

<
1 +

√
5

2
< a2k < 2. Ezért a sorozat korlátos is, így Weierstrass tételeértelmében konvergens, vagyis van véges határértéke. Legyen lim

n→∞
an = x, ígyaz an+1 =

1

an

+ 1 rekurzió alapján x =
1

x
+ 1, x2 − x − 1 = 0 egyen-let adódik, amelynek pozitív gyöke az x =

1 +
√

5

2
≈ 1.6180339 úgynevezett�aranymetszés szám�. Mint látható, a számológép kijelz®jén is ez a 7 tizedes pontosságú számjelent meg mint határérték.326



4. Megjegyzés:Amennyiben az el®bbi kísérletnél az a1 = 1 helyett egy tetsz®leges a1 = a > 0 számotvennénk, akkor az el®z® sorozat az an+1 =
1

an

+ a rekurzióval lesz értelmezve, és az el®bbbizonyítottak mintájára itt is ugyanazon eredmények bizonyíthatók sak az 1 +
√

5

2
helyett az

a +
√

a2 + 4

2
tört lesz.5. Megjegyzés:Ismert, hogy a Fibonai sorozatot így értelmezzük: f1 = f2 = 1 és fn+2 = fn+1 + fnminden n ≥ 1 esetén. Képezzük a Fibonai sorozat két egymásutáni tagjának az arányát,vagyis legyen fk+1

fk

= ak, minden k ≥ 1 esetén. Ekkor fn+2 = fn+1 + fn alapján an+1 =
1

an

+ 1,vagyis visszakaptuk éppen az el®z® kísérletbeli sorozatot. Az ott bizonyítottak alapján tehát aFibonai sorozat két egymásutáni tagjának az arányából képezett sorozata konvergens, és ahatárértéke 1 +
√

5

2
.Befejezésül megjegyezzük, hogy számos más rekurziós összefüggéssel értelmezett sorozatkonvergeniája tanulmányozható a számológéppel. Az érdekl®d® olvasónak javasoljuk, hogya bemutatottak mintájára tanulmányozza a következ® rekurziós összefüggésekkel értelmezettsorozatok konvergeniáját:1) a1 =

3

4
és an+1 =

√
4an − 1 minden n ≥ 1 esetén.2) a1 = a > 0, k > 0, an+1 =

√
an + k minden n ≥ 1 esetén.3) a1 > 0, k > 0, an+1 =

1

2
an +

k

an

minden n ≥ 1 esetén.SZARIRODALOM:[1℄. Tuzson Zoltán: Hogyan oldjunk meg aritmetikai feladatokat, Harmadik, b®vített kiadás, Ábelkiadó 2011, Kolozsvár (225.-228. old)
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