A faktorizacios modszer és alkalmazasai

A kovetkez6 anyagot els6sorban a matematika érettségi vizsgara készul6 tanuldknak,
és az Gket felkészit6 tandraiknak ajanljuk feldolgozasra és 6nallé munkara! Ellenben az elsé
felét sikerrel haszndlhatjdk tandrakon vagy versenyekre valé felkésziilésekre akdr mar a
gimnaziumi osztalyokban is bizonyos tipusu diofantikus egyenletek megolddsa céljabal.

A nemzetkozi (f6leg Angol) szakirodalomban igen elterjed a kovetkez6 mddszer (triikk),
aminek a neve ,Simon’s favorite factoring trick” réviden SFFT. A mddszer elnevezésének
magyarazatat sehol sem lehet megtaldlni, a leirdsat is csupdn csak példdkon keresztil
szemléltetik, tovdbbd magyar nyelvi megfelel6je sincs, ezért nevezem csupdan ugy, hogy
,faktorizaciés mddszer”. Ellenben a triikk amilyen egyszer(, annyira hatékony.

Ez a mddszer nagyon egyszerl, de anndl hasznosabb eszkdéz a szdmelméletben az
axy +bx+cy+d =0 diofantikus egyenlet egész megoldasainak a megkeresésénél.

Nézzik hat 4t a mddszer (trikk) lényegét, amelynek ilyen daltaldanos bemutatasaval
sehol sem talalkoztam. Tekintslk a kovetkezd nehézségi és altaldnossagi fokozatokat:

1) ElGszor is az Xy +ax+ay +b =0 diofantikus egyenlet egész megoldasait akarjuk megtalaini,
ha a,be”Z . Az xy +ax + ay kifejezés lattdn azonnal esziinkbe juthat az (X+a)(y +a) szorzat, igy

Xy +ax+ay =(x+a)(y+a)—a’ vagyis |Xxy+ax+ay+b=0<« (x+a)(y+a)=a’-b| . Innen

mar konnyld dolgunk van, hiszen Xx+a,y+a az a’—b osztdival egyenls, vagyis

X+a,y+ae Dasz és nincs mas dolgunk mint, hogy minden lehetséges esetet letargyaljunk.

2) Amennyiben az xy+ax-+by+c=0diofantikus egyenlet egész megoldasait akarjuk
megkeresni, arra gondolva, hogy Xy+ax+by=(x+a)(y+b)—ab ezért felirhatd, hogy

|xy+ax+by+c:0<:>(x+a)(y+b):ab—c| és igy a megoldds az x+a,y+beD, _elemi

egyenletek megoldasabdl adddik.
3) Végil az axy + bx+cy +d =0 diofantikus egyenlet egész megoldasait akarjuk megtalalni.
Az el6z6 eljarasra gondolunk, de elején racionalis egyltthatdkkal. Mivel

b ¢ d , b ¢ d b c) d bc
axy +bx+cy+d=a| Xy+—X+—+—|,ezért Xy +—X+—y+—=| X+— || y+— |[+——— .
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Tehat axy+bx+cy+d =0< a(x+9j(y+3j+d —E=0 amit végul is igy irhatunk, hogy
a a a

axy+bx+cy+d :O<:>(ax+b)(ay+c):bc—ad| és innen mar csak az ax+b,ay+ce D,

c—ad

adta elemi egyenleteket kell megoldanunk.

A modszer alkalmazdsat az alabbi javasolt feladatokon keresztil szemléltetjiik,
Utmutatast adva a megoldasukhoz.



I. Az egész szamok halmazan oldjuk meg a kovetkez6 egyenleteket:

1) xy+x+y=30 < (x+D)(y+D)=21 2)xy—x-y=51 < (x-1)(y-1) =50

3) 1+1:1 < Xy=2(x+Yy) vagy (x-2)(y—-2)=4
Xy 2
4 5
4) xy+5x+6y=30 < (x+6)(y+5)=60 5) ;+§:1 < (x—=4)(y-5)=20

6) Xy+3x—-8y=59 < (x-8)(y+3)=35 7)7xy+x+14y=13 < (x+2)(7y+1) =15

8) 2xy+10y =3y +222 < (2x-3)(y+5) =207 9) %+$:2£1 < (2x-21)(2y—21) =441
1 1 7

10) _+_=E < (Tx=12)(7y—-12) =144 11) 4xy+6x+10y =1 < (2x+5)(2y+3) =16
Xy

Az érettségi vizsgakon, és a Covid jarvany alatt adott érettségi felkészit6 tesztekben is
szamos ilyen feladatot taldlunk, az aldbbi formakban:

Il. Adottak a kovetkez6 miveletek a valds szamok halmazan, és meg kell oldani a mellékelt
egyenleteket az egész szamok halmazan:

1) Xoy=xy—5x-5y+30, m*>on=16 < (m*-5)(n-5)=11
2) Xoy=5xy—-5x-5y+6, ach=21 < 5(a-1)(b-1) =20

X+Yy+6
Xy +1

3) X*y= ,mxn=1 < (M-1)(n-1) =6

4) Xoy=2xy—2(x+Yy), mon=12 < (m-)(n-1)=7

5) x*y=xy—-101x-101y+10302, x*y =2021 < (x-101)(y-101) =101
6) X*y=Xy—2X—2y+6, m*xn=13 < (Mm-2)(n-2)=11

7) Xoy=2xy—6(x+Yy)+21, mon=5 < 2(m-3)(n—-3)=2

8) Xoy=2Xy+2X+2y, mon=10 < 2(m+1)(n+1) =12

9) Xey=xy—(x+y)+1, ach=3 < (a-1)(b-1)=3

10) X*y=xy+Xx+y—-2, mxn=-1 < (m+1)(n+1)=2

11) X*y=xy+x+y+4, mxn=2 < (M+)(n+)=-1

12) Xoy=4xy—4x—4y+5, acb=13 < 4(a-1)(b-1)=12

13) x*y=10x+10y-18-5xy, a*b=7 <5(x-2)(y—2)=5



Ugyancsak a Covid jarvany alatt, az érettségi vizsgakon, meg a kiadott felkészité
tesztekben meghonosodott egy tipusfeladat, amelyek megoldasa szintén a faktorizacids
mddszeren alapul. Eppen ezért bemutatunk egy mintapéldat:

A valds szdmok halmazan adott az X*y=Xy—2(X+Y)—2asszociativ mivelet.

Szamitsuk ki az E =1%+/2 %/3%...%/10 kifejezés értékét!

ElGszor is a faktorizaciés mddszer alapjan vegylk észre, hogy x*y=(Xx—2)(y—2)+2
Ebbdl kifolydlag x*x2=2+y =2 .Vegylk észre, hogy az E kifejezésben jelenvana 2 éspedig

a V4 formajaban. Eppen ezért felirhatd, hogy E:(l*\/i*\/g)*Z*(\/g*\/_**\/m):
X*2xy=(x*2)xy=2xy=2 ahol x:l*\/_*\/§ és y:Jg*JE**Jl_O .

Az aldbbiakban ennek a feladatnak egy egész klénsokassdgat sorakoztatjuk fel,
amelyeknek a megolddsanak az alapotlete a kovetkez6:

Az adott x*y =axy —b(x+ y)+c m(iveletet mindig x*y =m(x—n)(y—n)+n alakban

fogjuk felirni, és megfigyeljik, hogy az n szam mindig jelen van az E kifejezésben, és
alkalmazzuk az X*n=n=*X=n tulajdonsagot.

lll. A kbvetkezd miiveleteket mindig a valds szdmok halmazan értelmezziik, és a m(iveletek
asszociativak. Ekkor kiszamitanddk az E kifejezések értékei.

1) xxy=xy—(x+y)+2 < x*xy=(Xx=-1)(y-1)+1, kiszdmitando: E =1%2%3%...x2018

1 2 3 2017
2) Xxy=Xx+y—-xy <x*xy=—(X-1)(y-1)+1, E= * * ®,, K ——
) xxy =Xty =Xy y=-(x-Dy-1) 2016 2016 2016~ 2016

3) X*y=X+ y—% = x*y:—%(x—4)(y—4)+4 , E=1%2%3%..%2019

4) xxy=2xy—2(Xx+y)+3 < x*xy=2(x-1)(y-1)+1, E=1"%2"%3"*,.%2019" , neN"
5) X*y=5x+5y—-xy—20 < x*y=—(x-5)(y-5+5,
E =1%(-2) %3 (—4)*...%(-2018) * 2019

6) x*y:3xy—(x+y)+§ <:>x*y:3(x—1j[y—§j+1, Ezl*i*i*...* !

3 3 V2 3 2021
7) Xxy=Xy—4X+Y)+20 < x*xy=(x—4)(y—-4)+4 , E=1"%2*%3"*. %2021

8) X*y=5xy—5(x+Yy)+6 < x*y=5(x-1)(y-1)+1, E:?*g*g**g

1

1 1
9) x*y=+3(xy+4)-3(x+y) @x*y:ﬁ(x_ﬁ)(y_ﬁ), E —3'%32 %33 %, %3202

10) X*y=X+9Xy+Yy < x*y:5(x+%)(y+%j_% '



()
11) x#y=6x+6y—3xy—10 <> x#y=2-3(x—2)(y—2), E =(~10)#(-9)*...%(9)*(10)
12) xxy=xy—3(x+y)+3+3, & x*y=(x-+3)(y-3)+3,

V5 V6 V7. <100

E=—%—%x—%*  x———

NN AN RN
13)x*y:—§xy+x+y = x>x<y:—§(x—§j(y—§j+§ E:E*gﬂé* *2020
5 5 3 3) 3" 3337 3

14) x*y=5(x+y—-4)—xy < x*y=—(x=-5)(y-5+5,
E =1%(-2) *3*(—4) *...* 2029 * (—2020)

15) X*y =Xy —3(X+Yy)+12 < x*y=(Xx-3(y—3)+3, E=+1#/2%/3%..%2020
16) x*y:3xy—3\/§(x+ y)+6+J§, x*y:3(x—\/§)(y—\/§)+\/§,

E= s X2 N0 o N
V1 V2 B 2007
17) x*y:X+y+:+y_1 o x*y:%(x+1)(y+l)—1, E =(-1)*0#*1%2%...% 2020

Befejezésiil kihangsulyozzuk, hogy a bemutatott feladatanyagot érdemes papirral és
ceruzaval részletesen kidolgozni, mert csak igy érthet6 meg a bemutatott mddszer I1ényege.



