A K.SZOGSZAMOKTOL A PELL-TiPUSU EGYENLETEKIG’

Tuzson Zoltan tanar, Székelyudvarhely

1. A "figurilis szaimok" altalanositasa

ok Altal is tanulméanyozott, ugynevezett "figuralis

Az [1]-ben olvashattunk a pitagoreus
a téglalapszamok, a négyzetszamok, a gnomonsza-

<zamokrol". mint pe’ld:’ml a hm‘umsz(igszmnnk,

mok. a tetraéderszénmk és a kobszamok.
Jelen dolgozatban az elozo tipusu szamok altalanositas

zasokrol irunk.
k olyan szabalyos k-szogeket, amelyek o

Rajzoljun
Mindegyik sokszdgben megjeloliik a csucsokat és az olda

i szakaszokra oszyak az oldalakat.

airl. és ezekkel kapcsolatos alkalma-
Idalainak hossza rendre 1, 2, 3, ... egyseg.
laknak azokat a pontjait, amelyek egyseg-

ny
Ay
A3

Az

1 :
© Ay

1.abra
a masodik 4, a harmadik 4-
sama. Az n-edik k-szogszam az (r
szogszamot S, (X)

szogszam pedig a masodik
7 —1)-edik szabalyos
-val jeloljik.

Definici6é szerint az els6 k-szogszam 1,
k-szOg hataran és belsejében megjelolt pontok s
k-szog hataran €s belsejében megjeldlt pontok szdma. Ha az n-edik k-
akkor
] 2 s
S, (k)= (k= 2)H, — (k= 3)n vagy S, (k)= [k~ 2yn? = (k—4)n] (D)
H, az n-edik haromszégszam, vo.[1]).
sérol a [2]-ben olvashatunk.

t az 1.abra szemlélteti.
1 eltéroéen, egy eredeti, elemi megoldast mutatunk be.

_ az 1.4abra utolso rajzat kovetiik, de az ott lathato
elyet az OA, As. OAz A5 s
2. Ezek

barmely k.7 eN" k=3 esetén (
A k-szogszamok bevezeté
Az elsd négy 6-sz0gszamo
A [2]-ben talalhat6 bizonyitasto
A bizonyitas soran — a személet vegett
hatszog helyett, az OAy Ay ... Ay szabalyos k-szogre gondolunk, am

OA,_2 A, diszjunkt haromszogekre darabolunk. Ezen haromszogek szama pontosan k —
szerint az S, (k)-t tulajdonképpen & — 2 darab H ,-re daraboltuk, csupan az OA,.OA;. ... OAy

szakaszok mentén elhelyezkedd pontok szdmat szamoltuk. Tehat
n(n+1
S, (k)y=(k-2)H, —(k=3)n, ahol H, = —(—7—)— (v6.[1]). (Az OA,, OAy, ... OA, _, szakaszokon

kell levonni, hiszen ezeket kétszer

o

elhelyezkedd pontok szama (k —=3)n).
Belathato, hogy k = 3, illetve
illetve az n-edik négyzetszamot.

k = 4 esetén az (i)-bol visszakapjuk az n-edik haromszogszamot.

lytatasa. Az ott hasznalt jeloléseket és eredmények egy részet itt is felhasznaljuk.

S,

Jelen dolgozat az [1] fo
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zhmok térheh 4ltalhnositAsara is s7amos lehotdség adodik. Beve?’etheték P
A Hmwﬁmnk i« Jelolik ezt G, (k) -val. mmden k.m eN".k 23 esetén "y b
As7

an n-cdik k-gil ot a 2 Abra szemléltetr:

Az clep hirom A-pilaszhn

G (b) Gz(t.) i
)
s

' 2.abra
Eszrevehetd, hogy G, (k) =8,(k)+Sy(k) +...+S,(k), barmely k,n eN" k>3 esetéy

Az n-cdik k-gulaszamot a kovetkezd képletek adjak meg:
n(n+1)

G, (ky=(k=2)t,—(k=3)H, vagy G,(k)= [(k = 2)n =k + 5] (ii)

barmely k.neN" k>3 esetén (¢, az n-edik tetraéderszam, vo. [1])
Az (i) alapjan — az [1]-ben hasznalt jeloléseket és eredményeket hasznalva,

n n n Hoofs 1 ‘ .
Gu(h)= 2 5,() = (k= )3 H, = (k=T 1= (k=23 M- (- 3D
i=1 i=1 i=1 i=1 =

n(n+1)

~lh==,

_(k_z)n(n+l)(n+2)
- 6

ahonnan (i) azonnal adédik. Belathato, hogy k = 3 esetén, az (ii)-bdl visszakapjuk az n-edik terr,
_n(n+1Xn+2)
6 ' |

Tovabbi altalanositasaink soran bevezethetdk az n-edik k-hasibszamok is, mégpedig m darzh

(meN" —{1}) n-edik k-szogszam térbeli, egymast fedd réteges egymasrahelyezésével a kovetkesq
. () ~ N =ik =
értelmezés szerint: H, (k;m).=m-S, (k)= m- k- 2)n” =k~ 4
2

Belathato, hogy 4 =4 és m=n esetén a H, (4;n)=n’ tulajdonképpen az n-edik kébszamot (s
K, -et) adja (vo.[1]).

‘ ’A szabalyossag elvét kovetve, értelmezhetd az n-edik oktaéderszam is. Az els6 hirom okt
ederszamot a 3.4bra szemlélteti:

ederszam kepletet, vagyis G,(3) =¢,

, Vk,neN" k>3 esetén (i)

- - 2 - 2 2
0,= 1 0,=24 v 03-2h+2‘)+3

3.4bra




Eszrevehetd, hogy tulajdonképpen két 4-gilaszambol allitottuk clo gy, hogy az "érintke-

zésiiknél" levo pontokat csak egyszer szamoltuk. Tchat az n-cdik oktaéderszam:
(i) ( - 2
n=0n2n -1 n(2n” +1
()71':2'(;11-](4):2" A )}Hzf‘ )
06 3
Tenuészetesen, MEg sok mas tipusu (csetleg t6bbdimenzios) “fipuralis szamot” konstrualha-
tunk. Ilyen iranyu alkotasokat az ¢rdeklddd olvasora bizzuk

(1v)

. A PELL-TIPUSU EGYENLETEKROL,

A tovabbiakban csupan réwvid (foleg gyakorlati jellegit) betekintést tesziink az alabbi tipusd
diofantikus cgyenletek agas-bogas, szerteagazo eliméletéhe:
(A) x? — k! =1 (Pell-egyenlet);  (B) x* - ky® = —1 (konjugalt Pell-egyenlet),
(C)x*=-k*=c; (D) ax? - by? =1; () ax? = hy* = ¢
ahol minden esetben a,b.k e N* c €Z" és k nem teljes négyzet.
A fenti egyenletek megoldasat csak az N* x N * halmazon tanulmanyozzuk.
(A) Az [1]-ben mar jeleztiik, hogy a Pell-egyenlet osszes megoldasat az

1 " iP5 1 " N
xnza[(-\'o +)'o\/;) +(Xo—y0\/;)llesyl:=2—_k"[(x0+}’r)‘/z) —(x(,—y{,\/;) J (al)

képletek adjak, barmely n e N™ esetén, ahol (x,,),) 2 legkisebb, un. minimalis vagy bazismegoldas.
Ez mindig létezik (v6. [3], [5], [6]), és ugy értelmezk, hogy y, eN"* a megoldasok kozil a

legkisebb.
Az (al) megoldas egyenértéki még az _
. X4 = XX, T koY, €5 Yuu =YoXn T XoVa (a2)
rekurziés egyenletrendszerrel, Vn e N * esetén (vo. [1]). Ha az els6 egyenletbdl kifejezzik az y,-et.
majd atirva ezt y,,,, -Te is, az (a2) masodik egyenlete alapjan, (a2) egyenértekil az
X, = 2X0X, = Xy €S Vun =2%Xo¥Vu ~Vu-r X1 =x5 +kyo, yi=2xy, (a3)

rekurzios egyenletrendszerrel.
Gyakorlati szempontbol kiilénosen fontos az (x,,y,) bazismegoldas megkeresése. Legjobb

esetben ezt talé]gatéséal megejthetjiik, de pl. mar az x> —13y* =1 egyenlet esetén nem valoszinil.

hogy rajonnénk az x, = 649 és y, = 180 bazismegoldasra.
Ma is érdekesség szamba megy, hogy Waclaw Sierpinski lengyel matematikus (1882-1969)
ahhoz a feltevéshez jutott, hogy az altala tanulmanyozott x2 -99] y2 =1 egyenletnek nincs bazis-

megoldasa. Végiil azonban kideriilt a bazismegoldas:
xq =3795 1640090681 1930638014896080

Yo = 12055735790331359447442538767
A bazismegoldas keresésére J. Lagrange a \/E -nak az tn. lanctortbe fejtését alkalmazta (vo.
[5], [6], [7]). Gyakorlati szempontbol errdl kivaltképpen a [3], [7], [8]-ban olvashatunk.
(B) A konjugilt Pell-egyenlet 0sszes megoldasat az
] - n- l ! ’ "= ’ ’ 2n-
x, =5 g + v ) + (s g™ Ly = el s = (xh =y k)] 1)

képletek adjak meg, barmely » eN" esetén (vo. [5], [6], lasd [1] is). A lényeges kiilonbség 1tt
azorban az, hogy az (x},y,) bazismegoldas csak akkor létezik, ha a Jk lanctortbe-fejtésében a
peri6dus paratlan szam (v6. [5], [6]). Talan érdemes megjegyezni (hisz gyakorlati szempontbol 1s

43



Pell-egyenlet bazismegoldasai kozot fenn:
. I'gyébként a konjugalF Pell-egyene; es;]? y
h2) és (b3) deszefiiggések is (vo. [1]), & k
Jk . c# 0 esetén, a megoldhatosag S7em

enlet ¢és A konjuglt

Heszefiigges (vo. [0
, hasonld, analog, (

let. a | o] < 1sarol [51-b ny
ck kozé tartozik. A megoldasarol [5]-ben olvashatu“k i

: pell-tipustt egyenlet i '
Pe "_“h“g”ﬂ:py\_z pyt = 1 cgyenletrol a kovetkezoket h“"gSlllyo-,_mk .
1. A7 ' 3 s |
~{1}). akkor a = k2 b=ky (kK eN") ésigy |
y l<hpx+hkyy=hx—hkyy=|

fontos). hogy a I’cll-c;zv7
S _"n\//" = (‘At’l + ."(’1 \/I' )

jevezethetok az (a2) es (n3)-ho ’
(C) Az vIokvi=c tipusu cgyen

bol. még a "tisztazott’ "
(D) A [1] ¢s [10] alapiat
I)Hanh:A:(AeN |
(kx— ko vk X+ kyy)=1,18

A|:\': - A::,\': =l . (,]déga
anforgd egyenletnek nincs meg sa.

is. vagyis a s70b )
ami cllentmondas, vagy X R {erritk el x=x.t+by.v és o -
: 2 — (1)) végezziik el az 0 VoV €8 y=y 4y,
2) Amennyiben ab#k* (keN" —{1}) veg 0 Fa".;,v
- Sformaciot. Ennek alapjan
lincaris transzformaciot. Lt l ) 3 2002 g2y
5 - A2 . y ={(ax, — /) - — aopv )— - — Bl
I —av: - h‘. - (1("\‘0” 4 h}ln\ ) o b(} ()” + HY()‘ ) ( 0 y() )( (lb\) .

— ez 'v) bazis o
Amennyiben tehat az ax? - by? =1 egyenletnek létezk (x(.)0) megoldasa, gy |
teljes megoldasa az w? — abv? = 1 Pell-egyenlet megolddsara Yezetodlk vissza. |
- A legnehezebb gyakorlati probléma itt az, hogy meg 1'1em 'l’etezﬂ( olyan elmélet. ame,
eldontené mely (D) tipust egyenlemek van bazismegoldasa, csupan sajatos eseteket tamﬂmén}'Omai‘
(v [91. [10]. [11]) o | .

(E) A szobanforgd egyenlet megoldasa érdekében az un. Lagrange-féle Modszer,
probalkozunk (vo. [4], 185.0ld.). A modszer lényege az, hogy elvégezziik az x = qy + ¢- linesrig
transzformaciot, és igy hatarozzuk meg az o €Z szimot, hogy a szabadtag *1 legyen. Ezyy, w
v= -+ 1 linearis transzformaciot alkalmazzuk azzal a céllal. hogy meghatarozzuk a B eZ SZimo,

ugy. hogy a =t tag egyitthatoja nulla legyen.
Amennyiben léteznek ilyen «,f €Z szamok, Ugy a

valamelyikehez jutunk.
A tilzott elvonatkoztatas elkerilése érdekében ezt a modszert, a 3.alkalmazas soran mutatjuk be

z (A), (B) vagy (D) egyenlers

II. ALKALMAZASOK

Az elkovetkezokben izelit6t adunk a k-szogszamok széleskori és sokrétit alkalmazis

lehetoségeibol.
l.alkalmazas. Igazoljuk, hogy azoknak a p-szogszamoknak a megkeresése, amelyek

egyidoben g-szégszamok is egy ax® — gy .
’ —by " =c,abeN bust; -
vezel(p.geN, p>3 4>3), € €Z tipusii egyenlet megoldisihoz

Bizonyitas. Az n-edik p-szioszs !
. -Sz0gszam: =—[(p-2)? ' i
p-szogszam: §, (p) 5 [(p-2)* - (p = 4)n], valamint az m-edik ¢-
2 i ]
sz0gszam: § = —
g w(q) 2[((/-2)1712 = (g = 4)m]. Mivel

4(p-12)2,,2
S,,(p):W:[2(1)—2)':—(/)—4)]2—(,)—4)2
az S”([)):Sul((/)

=) 8(p-2)
- - Rp=-2-(p- g2 2 o |
igy alakul: 2227 2)n S((P 4] ‘(P-4)'=[2(0—2)m—(f/-4)]2-(q—4)2 ,
P-2) 8(q - 2) . A miveleteh

elvégzése utay o 2 2

ax” — hy? _
a=q-73, b:pgilzxc—!()y I (*)ngenleu,erutm]k ahol

M TP +2g - pg), x=2(p-2) 4)
. M=p-4), y=2(qg-2)m-(¢=%



2.alkalmazds. Bizonyitsuk be, hogy minden hatszogsz4m egyben haromszogszam is!
1.bizonyitas. Az n-edik haromszégszam, illetve az m-edik hatszogszam  képlete

+ . Am’ -2m

Sn (3) = 'H(Lz_l—)‘ . i.lletve Sm(() = f——éf .

= 3, q=06vagyp = 6 ¢s g = 3 éntckekre) a Ax? »—yz = 0 egyenlethez vezet, ahol
2=4n+2 <=

,ésaz §,(3)=35,,(6) egyenloség az 1.alkalmazas (*)

relacioi alapjan (p
x=2n+1és y=8m—2. Tehdt a (2x =y} 2x+y)=0 alapjan y = 2x, vagyis 8m -
on=2m-—1.

Tehat az m-edik hatszogszam megegyezik a (2m-1)-edik haromszégszammal

2.bizonyiras.Ez utobbi eredményt azonnal megkapjuk, ha észrevessziik, hogy:

am* =2m 2m-1)* + = - -
5 (6)=———= @m-1*+@m-1) _@m-h2m=1+1) Sy (3).
, 2 2 2

Megjegv=¢és. Erdemes észrevenni, hogy az 1.alkalmazas (*) egyenletében ¢ = 0 csakis az

cl6z6 esetben teljesiil, vagyisha p =3, ¢ =06 vagy p=06, ¢ =3 (nyilvan a p = g eset kizart).

0¢:>p=2+~—4—€N,

Ez valoban igy van, hiszenac=0¢s p#q alapjan, 2p +2q - pq = 2
q —

ahonnan g—-2e{l, 2, 4}. igy ge{3,4,6). Ho ¢=3=p=06;ha g=4=>p=4=p=g,am

nem lehetséges; ha g=6= p=3.
3.alkalmazds. Hatarozzuk meg azokat az Stszogszamokat, amelye

mok 1s.

k egyben haromszogsza-

Megoldds. Az m-edik 6tszogszam: S,,,(5)=3’—’2—-'ﬁ (meN*) és az n-edik hiromszog-

s + 1 ‘ ’
szam: §,(3) = LI(LI?—) (neN*). Az S, (5)=S5,(3) a (*) aalakitas szerint (a p = 5 és g = 3-1a) az

a=1.b=3,c=-2,x=6n-1ésy=2m+1 (1) mellett az x? — 3y? = -2 (i) egyenlethez vezet.
Ennek a megoldasa végett az un. Lagrange-féle modszert alkalmazzuk. Végezzik el az
x=ay— 2z (2) lineans transzformaciot azzal a céllal, hogy az (1) egyenlet szabad tagja +1 vagy —1

legyen. A szamitasok elvégzése utan kapjuk, hogy:

2—' 2
= 3y2 —2ayz+2z2 =-1 (i)

a’y? — day=+4z" - 3y? = -2 vagy
-3

Az o eZ értékét ugy hatarozzuk meg, hogy eZ" legyen. Lathato, hogy a=3

— 6yz +22% =1 (iii). Most az y =z +1 (3) lineris transz-

megfelel, ezért az (ii) igy alakul: 3y°
alaku tag egyiitthatéja nulla legyen. A traszformacio

formaciot végezziik el azzal a céllal, hogy az )z
nyoman (iii) igy alakul:
(38 - 6p)=" + (68— 6)zt +317 =-1 (iv)
Amennyiben =1, ugy az (iv) egyenlet =2 — 3t? =1 (v) Pell-egyenletté alakul.
Ennek a bazismegoldasa zo =2 és 1, = 1, ezért az (al) alapjan a megoldasok:

S PN ST RS MUV r,.=;“f—3[(z+\/§)"—(2—\/§)’1 (4.2)

alapjan. A (2) és (3) transzformaciok szerint x, =3y, —2z, (5) és y, =z, +1t, (6),

barmely r eN"
(7.2) barmely r eN esetén. Ezért a (4.1) és (4.2)

ahonnan x, =z, +3¢, (7.1) és y, =z, +1,
alapjan az (i) egyenlet 6sszes megoldasai:
. (B+V3)2+3) —(3-3)2-3)" 81 é
’ 23 '
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A 4V3N2 43 ~(1-3X2=V3) " (59) vren.
- 243
A felacatra a végsd valaszt azonban a 61—
meg. 'bbal kifolyélag, irjuk fel az (v) egyenletr (102) b

z, =4z, ,-z,, (10.)¢s 1, :M:" - 2”‘ ‘
s zg=2.2, =Tty =1.1,=4 (pl. a'(/‘l.l) ¢és (4;2);1?;: ),= dz oz 3B, =1, )=
A(7‘|),(10.l)c's(10.2)alah.;ﬁn X::“r cﬂ ;msnnlr(;;" szamolunk a (7.2) esetén g Teh:’ﬂ
=4(z, ,+31,,)- (2, +’3!,4 7—)—"—; 'r,.,l—y— ,.2(~”‘2), valamint a (7.1), (7.2) vagy a (8.1), (8,
x, =4x, , -x,, (1.1) es— :\4', —_}],]4 K('j:l—:ye" belithato, hogy az (y”), sorozat t'agjai
a‘amin . ;:\I:‘c:?l:el:i:u] a(vl‘ 1.2) alapjén indukcioval igazolhatd. Tehit a (9.2) feltéte Minde,
paratlan szamok, cz ' -

Ve _ "
I=x, (9.1) és 2m+1 z,}f' (0..2) e.gyen'let.ekbo] ka
¢ a7 (a3) tipust rekurziokat 1s, miszerint:

armely r e N"-{1} esetén,

Piuy

én teljesil. o 5,989, ... (12
reN cl:]“l‘ﬂc\“fgﬁzuq rendre az (x, ), sorozat néhany tagjat: 5,19, 71, 265, (12)

’ 4 ] k N ‘. ’
Eszrc\:ehelf) hogy Xk =761, ﬂ]ig Xok+1 =7 6 + | alaku (13)1 barme\);k EEN e’Set-en_ ]gy
a matematikai indukciot alkalmazva, a (11.1) alapjan x,;,, =4x“:1— XZZ;;Z 6 1) ’_e;l’ia'mak
fogadva el a (13) allitasokat, rendre felirhato, hogy x,,,, =4(7% 6 ) - i
Xy +1

-1
(14.1) és m =242 (14.2), g &N

= 76— 1. Tehata (9.1) és (9.2.) megoldasai n, =

Igy azok a szimok, amelyek egyben 6tszogszamok ii és haromszogszamok is
n (e +1)  3my —m,
2 ... 13
Az x,, €s y,; értékeket leghamarabb a (11.1) és (11.2)-b61 kapjuk meg, majd az nym,

értékeket a (14.1) és (14.2)-b6l, de a (8.1) és a (8.2) az r = 2k esetén, a megoldasokat zart alakban i
megadja. ‘

Néhany példa & € {0, 1, 2} esetén:

S5, (5,3):= (15), VkeN.

n
(&)

N
Il
l\.)/

- 165

2 4 :
o1 o, 122 - 286 :
0+ | 3071 20 2lgp=3:127 212 285286, . 3-16
2 2 2 2 2

vagyis 1, 210, 40755 egyben haromszog- és 6tszogszamok s,
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