GYORMENNYISEGEKKEL KAPCSOLATOS GYAKORIBB TIPUSHIBAK
Tuzson 2Zoltadn tandr, Székelyudvarhely

A gyokmennyiségekkel végzett mGveletek soran -igy az
irracionalis egyenletek és egyenlbtlenségek megoldasakor is-
szamos hibalehetb6ség adédik. Vannak olyan hibdk, amelyek bizonyos
feladatok megoldiasa sordn a tanuldékndl évr6l évre ismétlbdnek
(tipushibak) .

Célunk az =-amint azt a cimben is kihangstlyoztuk- hogy
felhivjuk a figyelmet olyan tipushibédkra vagy tévedési lehet&bsé-
gekre, amelyek még a jobb tanuléknal is elb6fordulhatnak.

A leggyakoribb tipuahibakat és hibalehet6ségeket konkrét
feladatok megoldasaval mutatjuk be.

A dolgozat végén rendszerezzilk a gydkmennyiségekkel
kapcsolatos leggyakoribb tipushibdk elkeriilésének médozatait,
majd Gtmutatdst adunk az irracionédlis egyenletek és egyenlé6tlen-
ségek hibatlan megoldaséahoz.

1. feladat Legyen x = 7 -4y3 és y = /3 - 2. Igazoljuk,
hogy X + Yy = 0.

Sok esetben a tanuldék a kodvetkezbképpen "oldottak" meg a
feladatot:

,/7—4J§+ﬁ—2=o-‘/7_4ﬁ=2_f§-7_4ﬁ= (2 - /3)2 =
-7 -4y3 = 4 -4/3 +3, igaz (1).

Ilyenkor arra kérem a tanuldékat, hogy hasonldé médon
n"pizonyitsak" be az x - y =0 egyenlbéséget is, ahol x és y értéke
az 1. feladatbeli:

V7 -4/3 -V3+2 =0=1-4/3=/3-2=7-4/3=(/3-2)% =
-7 -4J/3 =3 -4y3 +4, igaz (2).

Amennyiben az (1) blzonyités, Ggy a (2) is az! De nézzik a
torténteket formalisan:

(1')X+Y_0"X=-Y"x2=y21 illetve

(2') X —~y=0=x=y = x* = y?2,

Mindkét esetben igaz 4111itashoz jutottunk, de ez SEMMIT sem
mond arrdl, hogy a bizonyitandé (feltételezett) osszefugges igaz,
vagy hamis.

Ha azonban az (1') vagy . (2') valamelyikében a " = " jelt
forditott iranyban is kitehetjiik, Ggy mdr bizonyitast kapunk.

Minthogy a 7 - 4y3 = (3 -2)2 vagy akidr a 7 - 4y3 =(2 - /3)?

bsszefiiggésbbl a 7 -4y3 = Y(y3 -2)2 = |/B3-2| =2-/3
6sszefiiggés kovetkezik, ha az (1)-ben az utolsd egyenlbségbdl
indulunk ki és a forditott utat kovetjiik, egy tényleges bizonyi-
tast kapunk.

Az 1. feladat legegyszer(ibb bizonyitéasa az alabbi:

x =7 —ay3 = 22 - 223 +y32 = (2 - y3)2 = |2 - V3| =
=2-y3 =-y=x+y=0.
2. feladat Hozzuk legegyszerdbb alakra az

E = ﬁ + 22 \/1 - V2 kifejezést)
Megoldasként a kdvetkezb két vdltozatot vizsgdljuk:

a) E=V3+2y2'Y1-vV2 =13+2y2:-Y(1-y2)2=
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- rava-3-2vz = V(3 +2/2) (3 -2/2) =6\/T3=1;
by E= Y1+ 2/ sy VI -v2 = V(L +y2)3V1-y2 =
= V(1 +y2) (1 -y2) = VI = -1.

Melyik a helyes eredmény? Hol a hiba? Amennyiben észrevesz-

sziik, hogy 1 - /2 < 0 és igy 3\/1 - J2 < 0, kovetkezik, hogy b)-ben

, 3 6
nincs hiba (E< 0). Ugyanakkor az a)-belil Vi -2 =y/(1-y2)2
egyenl6ség hibas, hiszen bal oldala negativ, mig jobb oldala
pozitiv (negativ szamot vittiink be pdros rendl gydkjel ala). Ha-

a 3¢1 -y2 = —J\NE T - (y2 - 1)? helyes atalakitast végezziik,
igy az a)-bdl is megkapjuk az E = -1 eredményt.
3. feladat Hozzuk a legegyszerubb alakra az ’

6 3
F = 3 -2/2'y1 + /2 kifejezést. ]
Megoldasként itt is két vdltozatot vizsgalunk:

a) F = Va —2,/?-6m + J2 3= V3 T2z Y3 + 242 =
6\[(3 —2J2) (3 +2/2) = yI = 1; illetve

b) F = y1 S22ty Y1 v 2 = V(1 -v2) Y1+ 2 =
VI-VZ:V1+y2 = VI = -1 '

Melyik eredmény helyes, és hol a hiba? Konnyen belathatég,

hogy ezittal az a) megoldas a helyes, hiszen 1 + /2 > 0. De mivel
3

1-y/2 <0, ezért 6'/(1 -Jy2)% = 3\,/|1. -y2| = VW2 -1 s a b) alatti

"megoldas" javitasra szorul.
4. feladat Bizonyitsuk be, hogy 2 x 2 = 5.
"Bizonyitas". Rendre a kdvetkezbket irhatjuk: 16 -

36
45~16-36+20%=25-45+20—Z—-42-2 _Z-+(

v 4 .
2
52-2‘5'24- .22-04—22=5-—_9_ -04—2=5
2 2 2 2

25 -

)2=

v[© v

2
= 4 =5, vagyis 2 x 2 = 5. Hogyan lehet ez?
9

Elég észrevenni, hogy % = 4,5 igy 4 - = < 0, mig
5 - -% > 0; a helyes kdvetkeztetés tehat az, hogy |4 - %l =

= |5 - %I - %- 4 =5 -% , és ez mar nem vezet ellentmonddshoz.
5. feladat Bizonyitsuk be, hogy barmely két szam egyenld!
»Bizonyités". Legyen x, y két egymastol kiilénbdz6 valds szam

és a = x;-y. fgyx +y=2a=(x+y)(x-y) =2a(x-y) = x* -
- y? = 2ax - 2ay = x? - 2ax = y? - 2ay = x* - 2ax + a? = y? -
-2ay + a? = (x-a)? = (y-a)? =x-a=y-a=x=y. Hogyan
lehet?

A hiba az el6bbbivel azonos: (x - a)? =(y-a)2 = |x - a| =
|y ~a |, de x - a =y - a nem kévetkezik be, mert x » y és
- a valamint y - a ellenkez6 el6jel@ek (hiszen x + y = 2a =
-a=a-yY).

6. feladat Tekintsilk a

L
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vaa® + Jab? + Jace? = Jaat + 2abT ¢+ a¢? (W)

Osszefliggést.

Igaszoljuk, hogy a kSvetkezd harom &llitas kd8zill pontosan az
egylk egyenértékd a (%) Osszefilggéssel. Melylk an?

(1) a=Db=c=0;

(ii) ab + bc + ca = 0;

(iii) a = b = 0 és c » 0 (vagy cirkuldris permutdaciéja).

"Megoldas"

(1) Ha (i) vagy (iii) teljesill, akkor evidens, hogy (%)
teljesil.

(2) Ha (ii) teljesil, vagyis ab + bc + ca = 0, akkor'
(@a+b+co)'V2 =yVa(a+b+c)? = J2aa? + 2b? + 2¢° (a) és

(a+b+c)'VZ2 =ayZ + b/2 + ¢/2 = 2aa® + Vab? + Jac? (P).

Az («) és (P) alapjdn a (*) kdvetkezik.

(3) Ha a (%) teljesil, négyzetre emeléssel Kapjuk, hogy

2a? + 2b? + 2c?* + 4 (ab + bc + ca) = 2a? + 2b* + 2¢?,

ahonnan ab + bc + ca = 0.

Tehat a (*) Osszefllggés az (ii)-vel egyenértékd. Valéban?

Helyes megold&s. A (2) és (3) gondolatmenet helytelen. Mivel
ab +bc +ca =0, az a, b, c szémok k¥z8tt van negativ is. A-
mennyiben a + b + ¢ 2 0, Ugy az («) helyes, de a (f) nem, mert
négyzetgydk ala negativ mennyiség nem vihaeté be. A (3) gondolat-
menetben |ab| + |bc| + |ca| szikséges az ab + bc + ca helyett,
ahogyan ez az alabbiakbél is kideril:

(*) e |a| +|b|-+|c| = Ja® + b +c? » a? + b? + c + 2(|adb| +
+ + l)=a3+b’+c'-|ab|+|bc|+|ca|-0~
- |lca| = 0 wa=Db=c=0 « (i)

Tehét a (*) Osszefilggés az (i)-vel egyenértékd.

A tovabbiakban olyan irraciondlis egyenleteket és egyenlét-
lenségeket oldunk meg, amelyekben négyzetgydvonds szerepel. Az
X valtozéra vonatkoz6 megolddshalmazt M,-el jeldljilk; a megolddst
az R-en végezzik.

7. feladat 0ldjuk meg az x'yX® + 1 = x egyenletet!
"Megoldas". Az egyenlet mindkét oldaldt elosztva x-szel, azt

kapjuk, hogy yx? + 1 =1, ahonnan négyzetre emeléssel X +1 =1 =
- x = 0. Mivel 0'y/0? +1 = 0, M, = {0)}. Hol a hiba?

8. feladat OIdjuk meg az x'Jx® + 2 = x egyenletet!
"Megoldas". Az egyenlet mindkét oldalat végigoasztva x-szel,

azt kapjuk, hogy VX7 + 2 = 1, ahonnan x? + 2 m.1 = x! @ =] =
= M, = o. Hol a hiba?

9. feladat 0ldjuk meg axz x/XxT =1 = x egyenletet!

"Megoldas"., X'Yxi - 1 m x = X'YXT -1 = x = 0 = x(/xY =1 =
- 1) = 0, ahonnan X, = 0, illetve VAT =1 = 1= 0= /xT -1 w 1=
- X2 =1 =1 = X' m 2 = X3 " !\/’- TehAt NX - (-ﬂoooﬁ). Hol
a hiba?

Most mindhdrom kérdésre vAlasat adunk:

- A 7. 6s 8, feladatndl nem azabad x-azel végigoaztani, mert

akkor elveszitjlk az x = 0 gydkdt.
- Végzetes hiba mindhdrom feladatndl, hogy nem dllapitottuk
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meg az ERTELMEZESI TARTOMANYT. Ezt a tovdbbiakban D,-szel
jelodljuk.

- A 7. és 8. feladatokndl D, = R. A 9. feladat esetében
x?- 1 > 0 kell legyen, ahonnan D, = (-%,-1] v [1,+=), é&s igy
X, = 0¢ D,; tovabba X, , = +y/2-re még a préba elvégzése is sziiksé-
ges, mert a négyzetre emeléskor idegen gydkdk is bekeriilhettek,

(Erre még bbvebben kitériink). A 7. é&s 8. feladat helyes megol-
dasdhoz vegyilk mintdul a 9. feladat kijavitott megoldasat.

10. feladat Oldjuk meg a V1 - X + /1 + x = 1 egyenletet!
Az értelmezési tartomdany: {i :j:;g = D, = [-1,1].
Két gondolatmenetet vizsgdlunk:

a)\ﬁ—x+J1+x=1-./1—x=1-‘/1+x=-1-x=1-
-2¢1+x+1+x=~2\/1+x=2x+1-’4x2=3='x1,,=x‘/~2§-.,

Tehat M, = {1 ﬁ} .

2
b) Vi - X+ /T +x=1=1-x+2/1-Xx2+1+x=1=13=
+ 2y1 - x* =0 = M, = o, mivel az egyenléség bal oldala pozitiv.
Hol a hiba?
: t}l. feladat Oldjuk meg a 1 -Xx + Jy1 + x < 1 egyenlétlen-
séget!
4 Az elb6z6khdz hasonlbéan két eljarast kozliink. D, = [-1,1].
a) I - x+/IT+x<1=/T-x<1-/T+x=1-x<1-

‘2\/1+x+1+x-2J1+x<2x+1-3<4x2-xe(-m,-izi—)u

U (sz-,no). De D, = [-1,1], igy M, = [_1'__9) v (_‘/22’1].

b) VI - Xx + /I +X<1=1-x+2/1-x>+1+x<1=134%
+ 2yl -x* <0 =M =o0.

Melyik eredmény helyes? Hol a hiba?

12. feladat Oldjuk meg a Y1 -x + /1 + x > 1 egyenlStlen-
séget!

D, = [-1,1].

a) T - x+ /T +x>1=yIT-X>1-/IT+x=1-x>1-
- 2/T+x +1+x=2/T+x>1+2x =4 +4x > 1+ 4x + 4x* =
= 3>4x%? = x € (—-g-,-‘/z—i-) c D,, tehat megfelel, s M, = (--‘;—g,g).

b) {1-x+‘/3._+x>1-1-x+2,/1—x3+1+x>1-1+
+ 2/1 -xZ > 0, ami barmely x € D, = [-1,1] esetén teljesiil.
Tehat M, = [-1,1].

Melyik megoldas helyes? Hol a hiba?

Helyes megolddsok:
- A 10. feladat b) megolddsa helyes. Az a) megoldasnal
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idegen gybkdk keriiltek be: |1 - _\’ZE + \Jl L V3 - V2 -3

2 vz
2 +/3 _ 1 L _ 1 _ 2
+ 5 = 3(‘/4 2/3 + V4 + 2/3) = 3(\/(,,/3 1)2 +

+ V(3 +1)2) = % (V3 -1+y3 +1) =3 » 1. Prébaval "kiszGr-

het6" az idegen gydk, s akkor az a) megoldads is helyes eredményre
vezet. Az idegen gyokdk leggyakrabban paros hatvanyra emeléskor
jonnek be, f6leg ha az egyenlb6ség két oldaléan ellentétes elbjelt
kifejezések vannak. Igy a 10. feladat a) megolddsanal négyzetre

emelés elbtt az 1 - /T + x 2 0, illetve 2x + 1 > 0 megszoritaso-
kat kellett volna tenni. Ezek D,-el &6sszhangban az x € [—%,0]

megszoritast jelentik és i AZE ¢ [——;—,0 a

- A 11. feladatndl a b) megoldas helyes. Az a) pontnal

ugyancsak az 1 - y1 + X 2 0 és 2x + 12 O megszoritadsok hianyoz-
nak. Négyzetre emeléskor -e kikétések hidnyaban- idegen megoldéas-
halmaz keriilt be, amit nem tudunk prébaval kiszdrni, mint az
egyenletek esetében. A megszoritdsok valamint az a)-beli M,
halmaz figyelembevételével az M, = @ eredményhez jutunk.

- A 12. feladatnil is a b) megoldds a helyes. Az a)-ban
megoldashalmazt veszitettiink el, ugyancsak a négyzetre emelés

miatt. Ugyanis a kapott (—ﬁ,ﬁ) halmazt egyesitenﬁnk kell

azokkal az x értékekkel, amelyekre 1 - yI + X < 0 (hiszen ezekre
VI - X >1 - /T + x teljesill) tovabba az 1 + 2x < 0 megoldasaival
(minthogy ezekre 1 + 2x < 2y/1 + x teljesiil). Az egyesités utan
pontosan az M, = D, = [-1,1]) lesz az eredmény.

A megszoritasokat nem csak feladatmegoldas kdzben, hanem
minden négyzetre emelés elbtt -tehadt indulaskor is- figyelembe
kell venni. Példaul a yx -1 - yx+1 2 1, illetve /x -1 -

- Vx + 1 < 1 feladatoknal D = [(1,+«). Ha nem vessziik figyelembe,

hogy yx -1 - yx+1 < 0, barmely x ¢ D, esetén, Ggy négyzetre
emeléssel els6 esetben idegen megoldasokat hozunk be, a masodik
esetben pedig megolddsokat veszitlink el. Els6 esetben M, = o,
masodik esetben M, = D, = [1,+%). '

A tovabbiakban a VIII.-os algebra tankényv 133. oldalanak
10. feladatiara mutatunk be hdrom "megoldast", amelyek ugyanarra
az eredményre vezetnek:

13. feladat Oldjuk meg a Vx? - 2x + yx® - x - 2

0 egyenle-
tet!

"Megoldasok" : _{x,’iax-_z’;:g = D = (=»,-1] U [2,+=).
a) VXZT - 2x+Xx? - x -2 =0 = yX(x-2) + J{x+1)(x-2) =
- JxX-2:(yX+y/x+1) = 0; innen yX - 2 = 0 = x = 2 vagy

J_ VX +1 =0= (/)2 = (-/x+1)? =x=x+1=0= 1. Tehat
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N, = (2). |

D) VRT - ax + XT cx -2 = 0 = (YX7 - ax)? =(=/xT “x —2)4=
w X? s Ax m XY ey =2y m 2w M o= (2),

) VAT ax + YXT o x -2 =0 = /XT - 2x = =X “x - 2. Mivel

/T SAN 20 88 =YXT - x -2 g0, gy (nem ie szlkebges az el6bbi
négyzetre emelés!) feltétlen yx* - 2x = =J/x? = x - 2 = 0, ahonnan
X = 2 az egyetlen megoldds. Van=e hiba valamelyik megoldasban?

A ¢) negoldds helyes. A b) esetében, mivel négyzetre
emeltink "idegen" gydk 1s bejdhetett volna. Préba elvégzbésee
esetén b) nem helytelen. Az a) megoldds =-annak ellenére, hogy
végeredménye ugyanaz- teljesen hibas! A Jab = Ja‘/b képlet
csakis akkor igaz, ha a, b 2 0! Ugyanis a kapott VX - 2 (VX +
+/X+ 1) = 0 egyenlet D, értelmezési tartomnya més, mint az

eredeti yx? - 2Xx + yx* - x -2 = 0 egyenleté: x - 2 2 0, x = O,

X+ 12 0 miatt D, = [2,+~), fgy pl. a VXT -2x + VX' - x - 2 >

> 0 egyenlbtlenség megolddshalmaza M, = D, = (=w,=1) U (2,+=),

mig a /X -2(V/X + yx + 1) > 0 megolddshalmaza M, = D,C = (2,+%0m),
Az elb6bbi hib&hoz kapcsolédik tanuléim aldbbi kérdése: Az
"i" sz&m az x? + 1 = 0 egyenlet egyik megolddsa, azaz i? = -1.

Masfelbl i = /T, fgy ‘4 = /T:/T = J-T7(-1) = VI = 1.
Hogyan lehet ez? Ogy, hogy a yJa'/b = Jab képlet értelmét vesziti
(nem helyes), ha a, b negativ szémok.

T&mpontok a dolgozatban is bemutatott gyakoribb tipushibéak
elkeriilésére. ,

1) Logikai hiba ha =-bizonyitds gyandnt-, a bizonyitandé
4111t&sb6l indulunk ki, és helyes implik&cibkkal haladva, igaz
4l11itdshoz jutunk. Ilyenkor semmit sem mondhatunk feltevéslnk,
azaz a bizonyitandé &11it&s igaz voltérél. Tehdt ez nem bizonyi-
tds; ez Gn. parcidlis analizis, a reduktiv eljdrdsok egyike
(eredmények megsejtésére ir&nyulé tevékenység). Amennyiben az
implikdciék megfordithaték, dgy "h&tulrél" elindulva egy Gn.
szintetikus bizonyit&st adhatunk.

2) Adott egyenlet esetében az egyenlet mindkét oldalat nem
oszthatjuk végig ismeretlent tartalmazé kifejezéssel (gybkdket
veszithetink el).

3) Irraciondlis egyenletek és egyenlétlenségek esetében a
megoldds els6 lépése az értelmezési tartomdny meghatdrozéasa;
egyenleteknél a kapott "gydk8k" préb&djat is elvégezzik.

4) Az a™=b"™ = a = b implikécié csak pératlan m esetén
érvényes. Igy a? = b? = a =tb (vagyis |a| = |b|). Tehdt az Va =
= a is csak plratlan m-re igaz, mig pArosra "'/a" = |a]l.

Ogyszintén uv;, = 'VIE[ még akkor is, ha k pératlan.

5) Az a = b = g™« phM f111t&s ugyan birmely m természetes
szadmra igaz, de irraciondlis egyenletek megolddséndl, ha m paros
sz&m -idegen gy8k8k elkeriilése végett- csak azonos elbjelG a,b

esetén hasznfljuk! TehAdt megszoritésokat kell tennlink a vdltozo~-
ra.

-

6) Az a<b=amM¢bm (vagy a>b = a™ ¢ bm™) képletnél is,
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ha m paros, szilkséges az a, b > 0 kitétel, hidnyaban hibat
kovetiink el.

7) Az a”" < b™ = a < b ( vagy a” < b™ = a >b) paros m esetén
helytelen. Helyesen: a?f < b?f = |a]
8) Az a-**/b = */aZTF'b képlet csak a > 0 esetén igaz! Ha a
negativ, akkor a negativ el6jelet "kinn" kell hagynunk: a*"fb =

9) A HV— JB V ‘b képlet csak a,b 20 esetén igaz.

2k
Hasonldéan a ,| -JC: (b + 0) képlet is!

Az irracionadlis egyenletek megoldasénéal

1) Allapitsuk meg a D, értelmezési tartomdnyt. (A péros
rendG gydkmennyiségek csak nemnegativ szamokra értelmezettek;
ez paratlan rendG gydkmennyiségekre nem vonatkozik).

2) A gydkmennyiségeknek kiildnbtz6 &atalakitasokkal térténd
eltavolitasakor tegylink megszoritadsokat, kikdtéseket a valtozora
4gy, hogy az egyenlet két oldala azonos elb6jelG legyen.

3) A kdvetkezb két szempont figyelembevételével, ellenbriz-
ziik a kapott megoldast:

a) xeD[\k,, ahol K, az x vidltozéra tett kikdtések metszete;

b) kielégiti-e x az adott egyenletet?
Az irracionalis egyenlétlenségek megoldasa

1) A D, értelmezési tartominy megdllapitésa.

2) Az E(x)<F(x) esetekben (indulaskor, illetve menet kdzben)
hasznos lehet figyelembe venni az aldbbiakat:

a) amikor E(x)> 0, akkor F(x) > 0 kell legyen. Ennek alapjéan
tegyilink kikotést az x-re.

b) mindazon x € D, megoldds, amelyekre F(x) > 0 és E(x) <
< 0. Vigyazzunk, ne hagyjunk el megoldasokat!

c) ha E(x) > 0 és F(x) < 0, akkor x € M,.

Az E(x) < F(x) = E?(x) < F?*(x) kdvetkeztetést csak az
E(x) > 0 és F(x) = 0 kikdtések mellett alkalmazhatjuk (kiiléndben
idegen megoldasok keriilhetnek be vagy megoldasokat veszithetiink
el). Azon x € D, értékekre pedig, amlyek az emlitett kikdtéseket
nem teljesitik (az E(x) < F(x) egyenlbtlenség -1-gyel vald
beszorzasa utan sem), b) illetve c) szerint gondolkodunk.

3) Megoldasnak csak olyan értéket fogadhatunk el, amely
szerepel a D, [l A, halmazban, ahol A, az a) szerint tett kikoté-
seket leiré halmazok metszete.

Ellenérizziik, hogy B, < M,< D, A,, ahol B, a b) alapjéan
kapott megoldasok halmaza.

Azzal a reménnyel zarjuk a dolgozatot, hogy a felleltarozott
tipushibdk tudatositidsa nagymértékben hozzajarulhat ezeknek az
elkeriiléséhez, kikliszdbdléséhez.
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