Hany haromszog lathato?

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a dolgozatban a kovetkez6 tipusu feladattal foglalkozunk: Hadny hdromszog lathato az

alabbi abran? /(\

Annak ellenére, hogy egyszerl szamldlasrdl van szé, még is gondot okozhat az a tény, hogy a lathato
haromszogek szama elképzelhet6en elég nagy és fél6, hogy a szamlalasbdl nehogy kimaradjon
valamennyi haromszog. Eppen ezért j6 lenne, ha valamilyen mdédszeres szamlalast végeznénk. ami
rendszerezi és attekinthet6bbé teszi a szamlaldsunkat. Ha egy szamlaldsi algoritmushoz eljutnank,
akkor konnyen altalanosithatnank a feladatot akdr hanyas oldalfelosztasra. A tovabbiakban éppen
ennek a feladatnak az altaldnositasarol lesz szo, és mindez csak elemi médszerekkel.

A feladat altalanositasanak a megfogalmazasa mar 1962-ben megjelent (v.6. [7]), de megoldas
nem, aztan masodszor 1966-ban jelent meg (v.6. [1[), de ekkor sem jelent meg megoldas, csupan
javaslat a megoldasra. Aztan egyre tobbet kezdtek foglalkozni a problémaval, mignem az utébbi 40
esztend6ben minddssze mar 7-8 kiilonb6z6 megoldasa jelent meg (v.6. [9], letdlthet6 [16]-ndl). A
megoldasok valtozatosabbnal valtozatosabb moddszereket mutatnak be, de nem igazan elemi
megoldasok. Az aldbbiakban egy teljes elemi megoldast mutatok be, minden valdszinlséggel leg
természetesebbet és leg elemibbet.

Az altalanos feladat:

Legyen N>1 adott természetes szam. Egy szabdlyos haromszdég mindhdrom oldalat osszuk fel n
egyenld részre, és huzzuk is meg az oldalakkal parhuzamos egyeneseket. Szamitsuk ki, hogy hany
haromszog lathatd az dbran?

Ahhoz, hogy megszamldljuk a haromszogek szamat szilikséges lesz, hogy kisérletezzlink
kiilonb6z6 méretl haromszogekkel, és jol 6sszegezzilk a megfigyeléseinket.

A kisérletezéseink sordan hamar rajoviink arra, hogy a megszamldlas soran kilon kell
vélasztanunk a talpukon all6 haromszogeket (A) és a csicson all6 haromszogeket (V). Ebbél
kifolyélag vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: legyen S(n) az dbran lathatd haromszogek szama,
legyen A(n)az dbran lathato, talpukon all6 hdromszégek szama, és legyen V(n) az dbrén lathatd, és

a cstcson all6 haromszégek szdma. Ekkor természetesen S(n) = A(n)+ V(n) minden n2x1
természetes szam esetén.

Szemléltetés képpen tekintsik az n=6 esetén készitett abrat, azon
magyarazva probalunk altalanos jellegli kovetkeztetéseket levonni.

ElGszor is nevezzilk 1-es haromszognek azt a haromszoget, amelynek
oldalhossza egy egység, 2-esnek azt amelynek oldalhossza két egység, és igy
tovabb. Szamoljuk 6ssze mddszeresen az 1-es, 2-es, 3-as,... hdromszogek
szamat, és fogalmazzunk meg képletet a kiszamoldsukra. Vegyilk észre,
hogy az 1-es haromszogbdl éppen 1+2+3+4+5+6 darab van. A 2-es haromszogbdl szintén lefele és




balrél jobbra haladva lathatjuk, hogy 1+2+3+4+5 darab van, a 3-as haromszogekbdl 1+2+3+4, a 4-es
haromszogekbdl 1+2+3, az 5-6s haromszogekbdl 1+2 és végul a 6-os (az eredeti) haromszoghdl 1 darab
van. Ezek szerint felirhato, hogy:

A(B) = (142+3+4+5+6)+(1+2+3+4+5)+(1+2+3+4)+(1+2+3)+(1+2)+1

Ennek alapjan most mar konnyen felirhatd, hogy az n felosztasu haromszog esetén igaz, hogy:

A(n):Zn:(1+2+3+__+i) Zi@:%i(izﬂ):%ii%%ii _ n(n+11)§2n+1)+ n(n4+1)
_ n(n+1)(n+2)

1
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Szémoldsok utan kapjuk, hogy: A(n)
Most szamldljuk 6ssze a csucson allé haromszogeket. Itt valamivel tébb
kisérletezésre lesz sziikség ahhoz, hogy képletet tudjunk megallapitani.
A tanulmanyozasunkat ezuttal is az n=6 esetben készitett dbran
végezziik. Az 1-es tipusu hdaromszogekbdl 1+2+3+4+5 darab van, a 2-es

\/\/\/ haromszégekbdl 1+2+3 van, a harmas haromszogbdl 1 darab van. Tehat

/NVV /| V(B)=@1+2+3+4+5)+1+2+3)+1. Vegyik észre, hogy n=6

esetén a V(6)-nak éppen 6:2=3 tagja van. Végezziink kisérletet az n=7

esetén is. Ott is belathatjuk, hogy a V(7) -nek ugyancsak 3 tagja van.
n
Ebbdl arra kdvetkeztetiink, hogy a V(n) -nek éppen {E} tagja lesz, ahol [a] az a szam egész részét
jeloli. Tovabbi alapos megfigyelések alapjan felirhatjuk, hogy:
n n
H H

V()= (1+2+3+...+(n+1-2i) = %Z(n +1-2i)(n+2-2i) (2)

i=1 i=1

Ezt az 6sszeget zart alakra fogjuk hozni kilon-kiilon az n=2k és n=2k+1 esetekben. Vegyiik sorra!

V(2k) = Zk:(Zk +1-2i)(k +1—1i) = Zk:(k +1)(2k +1) —Zk:(4k +3)i +Zk:2i2 -

:k(k+1)(2k+1)_(4k+3)k(k2+1)+2k(k+1)(2k+1) K(k+1) Ak -1 _ 2k(2k +2)(4k-1)

24

Most figyelembe vessziik, hogy n=2k, igy visszairva a 2k=n értéket kapjuk, hogy:

n(n+2)(2n-1) 2n°®+3n*-2n

V(2k) =
(2 24 24

(2.1)
amennyiben n=2k paros szam. Most zért alakra hozzuk a V(2K +1) -et is. Rendre felirhatd, hogy:
[ [ Kk k
V(2k+1) =) (k+1-i)(2k +3-2i) = > (k+1)(2k +3)— > (4k +5)i+ D 2i* =
i-1 i-1 i-1 i-1

(kt1) | k(k+)@K+1) 4k +5 k(2K +2)(4k +5)

=k(k+1)(2k +3) — (4k +5) == 5 6 24

Most figyelembe vessziik, hogy n=2k+1, ezért 2k=n-1 amit visszahelyettesitve kapjuk, hogy



_ 3 2 _ _ 3 2 _
(n=D)(n+1)(2n+3) _ 2n°+3n°-2n-3 _ 2n"+3n"-2n 1 _ A(Zk)—l 2.2)
24 24 24 8 8

V(2k +1) =

0 han=2k
Vezessiik be most a kévetkez6 fiiggvényt: k(n) = ahol k >1 természetes szam.
lhan=2k+1

Ekkor, a (2.1) és (2.2) dsszefliggések alapjan minden N >1 természetes szam esetén felirhatd, hogy:

_ n(n+1)(2n-1) k(n)

vn) 24 8

(2)

Most az (1) és (2) 6sszefliggések alapjan megkapjuk az 6sszes haromszogek szamat az S(n)-et ami:

S(n) = A(n)+ V(n) = n(n+H(n+2) n(n+H2n-1) kn) _n(n+2) (6n+3)—@=
6 24 8 8
_n(n+2)(2n+1)—k(n) _[n(n+2)(2n +1)} o)
- 8 - 8
0 ha n=2k
ahol [a] az a valds szam egész részét jeldli, és k(n) :{ _
lhan=2k+1

Ezzel megkaptuk, hogy a (*) képlet adja az 6sszes lathatd hdromszogek szamat.

6-8-13
Az n=6 esetben S(6) = [T} = 78 vagyis ennyi hdromszog lathaté a dolgozat elején

megfogalmazott feladat esetén.
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