
FELADATOK A MATEMATIKAI INDUKCIÓ TANÍTÁSÁHOZTuzson ZoltánA logikában indukiónak nevezzük azt a következtetési módot, amelynek segítségévelvalamely halmazon belül az egyes esetekb®l az általánosra következtetünk. Ezért az indukióolyan módszer, amellyel meg�gyelés és egyes esetek kombináiója útján általános törvényeketfedezhetünk fel.Induktív eljárással a szabályszer¶ségekr®l sejtéseink alakulhatnak ki, amelyeket be is kellbizonyítani (a matematikára jellemz® preíz dedukióval), hiszen egyes esetekr®l az általánosesetre való kiterjesztés nem mindig igaz. Ha igaz, akkor is bizonyítani kell. Pontosan ezt a éltszolgálja a teljes matematikai indukió módszere.Sajnálatos módon, a tankönyvekben és a példatárak nagyrészében, a fenti ím alattsak azonosságokat, egyenl®tlenségeket vagy oszthatósági feladatokat találunk. Ez egyoldalú,mehanikus tevékenységgé alakíthatja át a teljes matematikai indukió módszerét, megfosztvaa tanulókat azoktól a tanulságoktól, amelyeket levonhatnának, miközben az egyszer¶ megál-lapítástól a sejtésig, majd a bizonyításig jutnak el.Mivel az indukió legfontosabb segédeszközei az analógia, az általánosítás és a speia-lizálás, azért olyan jelleg¶ feladatokat is közlünk, amelyek a sejtés és a bizonyítás közötti kap-solatot er®sítik. Így alkalom adódik a pariális indukió megismerésére is.Egyik f® élkit¶zésünk a feladatok változatossága mellett az, hogy kezd®k (s®t kisebbosztályos tanulók) számára is hozzáférhet®vé és érdekessé tegyük ezt a fontos matematikaimódszert.A következ® feladatokban n tetsz®leges természetes számot jelöl. A feladatok után útmu-tatásokat is találunk.1. Folytasd a következ® sorozatot:
1 + 0 = 12 + 02, 2 + 1 = 22 − 12, 3 + 2 = 32 − 22, 4 + 3 = 42 − 32, . . .Mit tapasztalsz? Írd fel általános formában! Bizonyítsd be!2. Folytasd a következ® sorozatot:
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3 · 4 , . . .Mit tapasztalsz? Írd fel általános formában! Bizonyítsd be!3. Vizsgáld meg a következ® összefüggéseket:
1 · 2 · 3 · 4 + 1 = 52, 2 · 3 · 4 · 5 + 1 = 112, 3 · 4 · 5 · 6 + 1 = 192, . . .Mit tapasztalsz? Mit mondhatunk a 2005 ·2006 ·2007 ·2008+1 m¶veletsor eredményér®l?Hogyan általánosítanál? Bizonyítsd be!4. Állapítsd meg, hogy n2 + n + 11 prímszám-e bármely n esetén?Ugyanaz a feladat n2 + n + 41 és n2 + n + p esetén, ahol p egy adott prímszám.5. Állapítsd meg, hogy √
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∗ kijelentésr®l, ahol a gyökjelek száma tet-sz®leges?6. Vizsgáld meg a 2n utolsó számjegyét. Milyen szabályt veszel észre? Bizonyítsd be akapott állítást! Hasonlóan vizsgáld meg rendre a 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 számok hatványait is. 281



7. Vizsgáld meg a következ® összefüggéseket:
1 + 3 = 22, 1 + 3 + 5 = 32, 1 + 3 + 5 + 7 = 42, . . .Mit tapasztalsz? Írd fel általános formában! Bizonyítsd be!8. Vizsgáld meg a következ® összefüggéseket:

1 = 13, 3 + 5 = 23, 7 + 9 + 11 = 33, 13 + 15 + 17 + 19 = 43, . . .Mit tapasztalsz? Hogyan tudnád általánosan megfogalmazni? Bizonyítsd be az ál-talánosításodat!9. Folytasd a következ® állításokat:a) Két egymást követ® természetes szám szorzata osztható 2-vel.b) Három egymást követ® természetes szám szorzata osztható 6-tal.) Négy egymást követ® természetes szám szorzata osztható 24-gyel.Hogyan fogalmaznád meg általánosan? Bizonyítsd be!10. Ellen®rizd a következ® összefüggést:
13 + 23 + 33 + 43 + 53 + 63 + 73 + 83 + 93 = (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9)2.Hogyan írnád fel általánosan? Bizonyítsd be!11. Ellen®rizd a következ® összefüggést:
12 − 22 + 32 − 42 + 52 − 62 + 72 − 82 + 92 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9.Általánosítsd és bizonyítsd be!Mit mondanál a 1002 − 992 + 982 − 972 + . . . + 22 − 12 eredményér®l? Bizonyítsd be!12. Tudva, hogy i2 = −1, számítsd ki rendre a következ® kifejezések értékét:

(1 + i), (1 + i)2, (1 + i)3, (1 + i)4, (1 + i)5.Milyen ötleted van az (1 + i)n kiszámítására? Bizonyítsd be!13. Vizsgáljuk meg a következ® összegek értékét:
1 + i, 1 + i + i2, 1 + i + i2 + i3, 1 + i + i2 + i3 + i4, 1 + i + i2 + i3 + i4 + i5.Milyen ötleted van az 1 + i + i2 + . . . + in kiszámítására? Bizonyítsd be!14. Ha x2 + x + 1 = 0, határozd meg rendre a következ® kifejezések értékét:
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eredményére? Bizonyítsd be!15. Ha elfogadjuk az xn = (x − 1)(xn−1 + xn−2 + . . . + x + 1) + 1 összefüggést, igazold,hogy xn+1 = (x − 1)(xn + xn−1 + . . . + x + 1) + 1.16. Legyen an = 22 ·

·
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2 és bn = 33 ·
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3 , ahol a kettesek és a hármasok száma n. Hasonlítsdössze a2 és b1, a3 és b2, a4 és b3, a5 és b4 értékeit. Milyen sejtésed van? Bizonyítsd be!17. Folytasd az alábbi Pasal-féle háromszöget:
(1 + 1)0 = 1 1
(1 + 1)1 = 1 + 1 1 1
(1 + 1)2 = 1 + 2 + 1 1 2 1
(1 + 1)3 = 1 + 3 + 3 + 1 1 3 3 1
(1 + 1)4 = 1 + 4 + 6 + 4 + 1 1 4 6 4 1282



Milyen szabályt veszel észre? Vizsgáld meg az (a + b)n kifejtését is. Hogyan kapsolódikaz el®bbiekhez? Mit tudnál bizonyítani?18. Igazold, hogy egy háromszög bels® szögeinek összege 180◦. Próbálkozz hasonló állítás-sal 4, 5, 6 oldalú konvex sokszög esetén is. Hogyan fogalmaznád meg általánosan? Bizonyítsdbe! 19. Hány átlója van egy 4, 5, 6, illetve 7 oldalú sokszögnek? És egy n oldalú sokszögnek?Bizonyítsd be!20. Egy társaságban n tanuló van és egymással mindenki kezet fogott. Hány kézfogástörtént?21. Felhasználva esetleg a sin 2α = 2 · sin α · cos α azonosságot, igazold, hogy
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, ahol x 6= kπ.22. Használva esetleg az (1 − a)(1 + a) = 1 − a2 azonosságot, igazold, hogy
(1 + a)(1 + a2)(1 + a4) · · · (1 + a2n
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30 < 15,ahol a gyökök száma tetsz®leges.26. Írd növekv® sorrendbe a 24. feladatból az a1, a2, a3, a4, . . . számokat. Hasonlítsd össze
an+1 és an értékeit. Bizonyítsd be!27. Hány téglalapot lehet megszámlálni a mellékelt 3 × 3-as ábrán? És egy hasonló beosztású 1 × 1-es, 2 × 2-es, 4 × 4-esábrán? És egy n × n-es ábrán? Bizonyítsd az állításodat!28. Hány háromszöget lehet megszámlálni a mellékelt 3×3-as ábrán? És egy hasonló beosztású 1 × 1-es, 2 × 2-es, 4 × 4-esábrán? És egy n × n-es ábrán? Bizonyítsd is állításodat!29. Hogyan fogalmaznád meg a 27. és 28. feladatok térbeli megfelel®it? Próbáld meg-sejteni eredményeidet. Bizonyítsd be! 283



30. Egy négyzetet darabolj fel rendrea) 4, 7, 10, 13; b) 6, 9, 12, 15; ) 8, 11, 14, 17 négyzetre.Fel lehet-e darabolni egy négyzetet akárhány, n ≥ 6 darab négyzetre? Bizonyítsd beészrevételeidet!31. Ugyanaz a feladat, sak a négyzet helyett egy háromszöget darabolunk n ≥ 6 darabhasonló háromszögre.32. Igazold, hogy egy koka feldarabolható n ≥ 58 darab kokára!Igazold, hogy egy tetraéder feldarabolható akárhány n ≥ 58 darab hasonló tetraéderre!33. Igazold, hogy n ≥ 1 darab négyzet feldarabolható úgy, hogy az összes darabbólegyetlen négyzetet lehessen kirakni.34. Egy téglalapot darabolj fel 5, 6, 7, 8, illetve 9 téglalapra úgy, hogy ezek közül bármelykét szomszédos téglalap ne alkosson téglalapot. Hogyan igazolnád ezt minden n ≥ 5 esetén?35. Osszuk fel a síkot n általános helyzet¶ egyenessel (nins két párhuzamos vagy háromösszefutó). Jelölje Pn a kapott részek számát. Bizonyítsuk be, hogy Pn+1 = Pn + (n + 1), majdinnen vezessük le, hogy Pn =
n(n + 1)

2
+ n + 1.36. Osszuk fel a teret n számú általános helyzet¶ síkkal. Jelölje Sn a kapott részekszámát. Bizonyítsuk be, hogy Sn+1 = Sn + Pn (ahol Pn az el®bbi), majd vezessük le, hogy

Sn = 1 + n +
n(n − 1)

1 · 2 +
n(n − 1)(n − 2)

1 · 2 · 3 .37. Osszuk fel egy gömb felületét n számú nagykörrel (melyek közül bármely háromnaknins közös pontja). Jelölje An a keletkezett tartományok számát.Igazoljuk, hogy An+1 = An + 2n, majd vezessük le az An értékét.38. Bizonyítsuk be, hogy egy ponton átmen® n számú sík (ha bármely három nem megyát egy egyenesen) a teret Bn = n(n − 2) + 2 részre osztja.39. Igazoljuk, hogy bármely háromszög feldarabolható n ≥ 3 egyenl® szárú háromszögre.40. Legyen a ∈ R úgy, hogy a +
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∈ Z?41. Milyen n természetes számok esetén létezik a + és − el®jeleknek egy olyanmegválasztása, amelyre 1 ± 2 ± 3 ± . . . ± n = 0?42. Igazoljuk, hogy bármely m ∈ N esetén létezik n ∈ N és a + és − el®jeleknek egy olyanmegválasztása, amelyre ±12 ± 22 ± 32 ± . . . ± n2 = 0.43. Legyen an+1 = 5an és a1 = 5. Vizsgáljuk meg az a2 − a1, a3 − a2, a4 − a3 különbségekutolsó 1, 2, 3 számjegyét. Igazoljuk, hogy an+1 és an utolsó n számjegye megegyezik.44. Igazoljuk, hogy bármely n ≥ 8 lej érték¶ összeg ki�zethet® sak 3 és 5 lejes pénzérméksegítségével.45. Határozzuk meg azokat az f : N → N függvényeket, amelyekre f(m+n) = f(m)+f(n),bármely m, n ∈ N esetén.
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46. Határozzuk meg azokat az f : N
∗ → N

∗ függvényeket, amelyekre:a) f(p) = p, bármely p prímszám esetén.b) f(mn) = f(m) · f(n), bármely m, n ∈ N
∗ esetén.47. Határozzuk meg azokat az f : N

∗ → N
∗ függvényeket, amelyekre:a) f(2) = 2;b) ha n < m, akkor f(n) < f(m), bármely m, n ∈ N

∗ esetén;) f(mn) = f(m) · f(n), bármely m, n ∈ N
∗ esetén.48. Határozzuk meg azokat az f : N

∗ → N
∗ függvényeket, amelyekre:a) f(1) = 1;b) f(m) + f(n) = f(m + n) − mn, bármely m, n ∈ N

∗ esetén.49. Tekintsük a Gauss-féle számtani és mértani sorozatok tagjait:
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.Hasonlóan igazoljuk, hogy állításunk teljesül tetsz®leges n ≥ 2 számú tag esetén is.Sajátos esetként vizsgáljuk az f(x) = ln x, f(x) = sin x, f(x) = x2 függvényeket is azértelmezési tartományukon.Útmutatások a feladatok megoldásáhozA továbbiakban a teljes matematikai indukió módszerét t.m.i. jelöli.1. (n + 1) + n = (n + 1)2 − n2.2. 1
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∗.6. Az 5, 6 utolsó számjegyei hatványozással nem változnak, a 4, 9 hatványainak utolsószámjegye kett®nként, míg a 2, 3, 7, 8 esetén négyenként változnak, t.m.i.-vel is bizonyítható.7. T.m.i.-vel igazolható, hogy 1 + 3 + 5 + . . . + (2n − 1) = n2.8. Általában a + (a + 2) + . . . + (a + (2n − 2)) = n3 és a = 2k + 1 esetén 2k = n(n − 1)adódik, amit visszahelyettesítünk. T.m.i.-vel igazoljuk. 285



9. n egymást követ® természetes szám szorzata osztható 1 · 2 · 3 · . . . ·n = n!-sal, t.m.i.-velbizonyítjuk.10. T.m.i.-vel, 13 + 23 + . . . + n3 = (1 + 2 + . . . + n)2 =

(

n(n + 1)

2

)2.11. T.m.i.-vel, 12 − 22 + 32 − . . . + (−1)n−1n2 = (−1)n−1 · n(n + 1)

2
.12. (1 + i)2k = 2k · ik, (1 + i)2k+1 = 2k · ik · (1 + i), mindkett®nek négy alakja van.13. A keresett általános összeg értéke 1, ha n = 4k; 1+ i, ha n = 4k +1; i, ha n = 4k +2;

0, ha n = 4k + 3. T.m.i.-vel is bizonyítható.14. xn + x−n = 2, ha n = 3k és −1, ha n = 3k + 1 vagy n = 3k + 2, t.m.i.-vel isbizonyíthatjuk.15. Az adott összefüggést x-szel szorozzuk, majd hozzáadunk és kivonunk 1-et, éskiemeljük az (x − 1) közös tényez®t.16. a2 > b1, a3 < b2, a4 < b3 . . . és általában an+1 < bn, amit t.m.i.-vel is bizonyíthatunk.17. Az együtthatókból alkotott Pasal-féle háromszögnek függ®leges szimmetriatengelyevan és 1 + 1 = 2, 1 + 2 = 3, 1 + 3 = 4, 3 + 3 = 6, . . . stb.18. Az n = 3 esetben Eukleidész IX. axiómája alapján, továbbá t.m.i.-vel az (n+1) oldalúsokszöget egy n oldalúra és egy háromszögre bontjuk; így Sn+1 = (n − 1)π.19. Az el®bbihez hasonlóan darabolunk, és t.m.i.-vel igazoljuk, hogy az átlók száma
n(n − 3)

2
.20. Az el®bbi feladat átfogalmazása.21., 22. Alkalmazzuk a jelzett képleteket, és t.m.i.-vel bizonyítunk.23., 24., 26. T.m.i.-vel igazoljuk, az an+1 =
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2 alapján.25. Hasonlóan, t.m.i.-vel igazoljuk, ha x1 =
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30 + zn < 6.27. 1-et az 1×1-esen, 9 = (1+2)2-t a 2×2-esen, 36 = (1+2+3)2-t a 3×3-ason, t.m.i.-vel
n2(n + 1)2

4
= (1 + 2 + . . . + n)2-t az n × n-esen.28. Könnyebb megszámlálni az el®bbi rajzokon a négyzeteket, 12 az 1× 1-esen, 12 + 22 a

2 × 2-esen, t.m.i.-vel 12 + 22 + . . . + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
az n × n-esen.29. Az el®bbiekhez hasonló, sak a hatványkitev®ben 2 helyett 3 lesz.
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30. Az ábrák alapján egy kisnégyzetetismételten négy négyzetre osztunk. T.m.i.-vel n → (n + 3) bizonyítható, ha az els®ábra egyik négyzetét n négyzetre osztjuk.31. Ekvivalens az el®bbi feladattal.32. Hasonlóan az el®bbi két feladathoz, sak itt t.m.i.-vel n → (n+8) bizonyítható (ezért
n ≥ 58).286



33. T.m.i.-vel igazoljuk, n = 1 evidens. Elegend® az n = 2 bizonyítása, hiszen n + 1összedarabolt négyzet közül kett®b®l egy négyzetet rakunk ki, így a t.m.i. használható. Legyen
a ≥ b a két szóbanforgó ABCD és A′B′C ′D′ négyzet oldala, P, R, Q, S pedig az AP = BQ =

= CR = DS =
a + b

2
egyenl®ségeket teljesít® pontok. Az összeillesztést a következ® rajzokonszemléltetjük.
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34. T.m.i.-vel bizonyítunk, a mellékelt ábrák kistéglalapjait ismételten 5 darabra osztjuk,így az n → (n + 4) igazolható.
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135. T.m.i.-vel, n + 1 egyenes esetén a meglev® n-hez találomra húzzunk egy egyenest,ez az összes régit különböz® pontokban metszi, így n pont az új egyenest n + 1 részre osztja,minden ilyen rész kettévág egy síkrészt, így 2(n + 1) új síkrész keletkezik, megsz¶nik (n + 1).36. Hasonló az el®bbihez, t.m.i.-vel, ha n sík a teret Sn részre osztja, az újabb (n + 1)síkon n metszésegyenes keletkezik, ami ez utóbbi síkon Pn tartományt határoz meg, mindenilyen rész a tér egy régi részét kétszerezi, stb.37. T.m.i.-vel, ha megrajzoljuk az (n+1) nagykört, ez mindegyiket két-két pontban metszi,tehát ez utóbbi 2n ív lesz, mindegyik egy-egy tartományt oszt ketté, innen An+1 = An + 2n.38. Ekvivalens az el®bbivel.39. T.m.i.-vel, a következ® ábrák szerint:

n

n n + 1

darabra

40. Sn = an + a−n és az Sn+1 = S1Sn − Sn−1 alapján t.m.i.-vel.41. T.m.i.-vel, igaz, ha n = 4k vagy n = 4k + 3, az n → (n + 4), 0 = m − (m + 1)−
−(m + 2) + (m + 3) alapján.42. T.m.i.-vel az n → (n + 4) bizonyítható, n2 − (n + 1)2 − (n + 2)2 + (n + 3)2 = 4 miatt.43. T.m.i.-vel, an+1 − an = 5an−an−1 (5an−1 − 1) és am − an−1 = M10k alapján.44. T.m.i.-vel, 8 = 1 · 3 + 1 · 5, 9 = 3 · 3 + 0 · 5, 10 = 0 · 3 + 2 · 5 és n = 3a + 5b alapján
n → (n + 3) igazolható, hiszen n + 3 = 3(a + 1) + 5b, ahol a, b ∈ N. 287



45. Az m = n esetb®l kiindulva, t.m.i.-vel f(k) = k · f(1) igazolható.46., 47. Az m = n esetb®l kiindulva, t.m.i.-vel f(k) = k igazolható.48. Az m = 1 esetb®l kiindulva, majd összegezve, f(k) =
k(k − 1)

2
+ 1 igazolható.49. T.m.i.-vel igazolható, hogy ak > bk, majd az ak−1 > ak és bk > bk−1.50. Az x =

a + b

2
és y =

c + d

2
esetén alkalmazzuk kétszer a megadott összefüggést, majdaz a = x, b = y, c = z, d =

x + y + z

2
helyettesítést végezzük. T.m.i.-vel az el®bbiek mintájára,

n → 2n → (n + 1) bizonyítható.
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