FELADATOK A MATEMATIKAI INDUKCIO TANITASAHOZ

Tuzson Zoltan

A logikdban indukcionak nevezziik azt a kovetkeztetési modot, amelynek segitségével
valamely halmazon beliil az egyes esetekbdl az altaldnosra kovetkeztetiink. Ezért az indukcio
olyan modszer, amellyel megfigyelés és egyes esetek kombinécidja atjan dltalanos torvényeket
fedezhetiink fel.

Induktiv eljarassal a szabalyszertiségekrél sejtéseink alakulhatnak ki, amelyeket be is kell
bizonyitani (a matematikara jellemz6 preciz dedukcioval), hiszen egyes esetekrdl az altalanos
esetre valo kiterjesztés nem mindig igaz. Ha igaz, akkor is bizonyitani kell. Pontosan ezt a célt
szolgélja a teljes matematikai indukcié modszere.

Sajnalatos modon, a tankdnyvekben és a példatarak nagyrészében, a fenti cim alatt
csak azonossigokat, egyenlGtlenségeket vagy oszthatoségi feladatokat taldlunk. Ez egyoldala,
mechanikus tevékenységgé alakithatja at a teljes matematikai indukcié modszerét, megfosztva
a tanulokat azoktol a tanulsagoktol, amelyeket levonhatnédnak, mikozben az egyszert megal-
lapitastol a sejtésig, majd a bizonyitasig jutnak el.

Mivel az indukci6 legfontosabb segédeszkozei az analogia, az altalanositas és a specia-
lizalas, azért olyan jellegii feladatokat is kozliink, amelyek a sejtés és a bizonyités kozotti kap-
csolatot erdsitik. Igy alkalom adédik a parcialis indukcié megismerésére is.

Egyik f6 célkitiizésiink a feladatok véltozatossiaga mellett az, hogy kezdSk (s6t kisebb
osztalyos tanulok) szamara is hozzaférhetévé és érdekessé tegyiik ezt a fontos matematikai
modszert.

A kovetkezo feladatokban n tetszbleges természetes szamot jelol. A feladatok utan Gtmu-
tatasokat is talalunk.

1. Folytasd a kovetkezG sorozatot:
1+0=12+0% 2+1=22-12, 3+2=232-22 44+3=4%2-32 ...
Mit tapasztalsz? Ird fel altalanos formaban! Bizonyitsd be!

2. Folytasd a kovetkez$ sorozatot:

1 1 11 1 11 1

1 2 1.2 2 3 2.3 3 4 3.4°7
Mit tapasztalsz? Ird fel altalanos formaban! Bizonyitsd be!

3. Vizsgald meg a kovetkezs Osszefiiggéseket:
1-2:3-4+1=5% 2-3-4-5+1=11%, 3-4-5-6+1=19% ...
Mit tapasztalsz? Mit mondhatunk a 2005 - 2006 - 2007 - 2008 + 1 mtiveletsor eredményérsl?
Hogyan altalanositanal? Bizonyitsd be!
4. Allapitsd meg, hogy n? +n + 11 primsziam-e barmely n esetén?
Ugyanaz a feladat n? +n + 41 és n? +n + p esetén, ahol p egy adott primszam.

5. Allapitsd meg, hogy \/n + /n € N* és \/n +/n+ /n € N* igaz-e?

Mit mondhatsz a \/n +/n+ ...+ /n € N* kijelentésrsl, ahol a gyokjelek szama tet-
sz6leges?

6. Vizsgald meg a 2" utolsd szamjegyét. Milyen szabalyt veszel észre? Bizonyitsd be a
kapott allitast! Hasonldan vizsgild meg rendre a 3,4,5,6,7,8,9 szamok hatvanyait is.
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7. Vizsgald meg a kovetkezd Osszefiiggéseket:
1+3=2214+3+5=32,14+3+5+7=42 ...
Mit tapasztalsz? Ird fel altalanos formaban! Bizonyitsd be!

8. Vizsgald meg a kovetkezs Osszefiiggéseket:
1=13% 34+5=2% 74+94+11=3% 13+15+17+19=43 ...
Mit tapasztalsz? Hogyan tudndd altaldnosan megfogalmazni? Bizonyitsd be az A&l-
talanositasodat!

9. Folytasd a kovetkezo allitasokat:

a) Két egymast kovets termeészetes szam szorzata oszthato 2-vel.

b) Harom egymast kovets természetes szam szorzata oszthato 6-tal.
¢) Négy egymast kovets természetes szam szorzata oszthato 24-gyel.
Hogyan fogalmaznad meg altalanosan? Bizonyitsd be!

10. Ellenérizd a kovetkezs Osszefiiggést:
B2 434+ 8345 +63+7P+83+P=(1+2+3+4+5+6+7+8+9)>%
Hogyan irnad fel altalanosan? Bizonyitsd be!

11. Ellenérizd a kovetkezs Osszefiiggést:

=224+ 3 4452 -6 +7 -8 +9P=14+2+3+4+5+6+7+8+9.
Altalanositsd és bizonyitsd be!
Mit mondanél a 100% — 99% 4+ 982 — 972 + ... + 22 — 12 eredményérsl? Bizonyitsd be!

12. Tudva, hogy i? = —1, szamitsd ki rendre a kovetkezs kifejezések értékét:
(1414), (1+4)2 (1414)° (L+0)*, (1 +4)°.
Milyen otleted van az (1 +4)" kiszamitasara? Bizonyitsd be!
13. Vizsgaljuk meg a kovetkezs Osszegek értékét:
L+id, 1+i+d 1+i+2+3, 1+i+@+3+d, 14+i+2+3+it 445,
Milyen &tleted van az 1+ 14 + 42 + ... + " kiszamitasara? Bizonyitsd be!

14. Ha 22 + 2 + 1 = 0, hatarozd meg rendre a kovetkezs kifejezések értékét:
1 1 1 A1 5 1
r+—, 2° +—, 3 +—, r+ =, Tt
x x x
1
Milyen sejtésed van az 2" + — eredményére? Bizonyitsd be!
x

15. Ha elfogadjuk az 2" = (x — 1)(z" ' + 2" 2 + ...+ z + 1) + 1 Gsszefiiggést, igazold,
hogy 2" = (z - 1)(2" + 2" '+ ...+ 2+ 1)+ 1.
2 3
16. Legyen a, = 2% és b, = 3% , ahol a kettesek és a harmasok szama n. Hasonlitsd
0ssze as és by, as és by, ay és bz, as és by értékeit. Milyen sejtésed van? Bizonyitsd be!

17. Folytasd az alabbi Pascal-féle haromszoget:

(14+1)" = 1

(1+1)1_1+1 1 1
1+1)P2=1+2+1 1 2 1
(1+1P=1+3+3+1 1 3 3 1
(1+1)*=14+4+6+4+1 1 4 6 4 1
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Milyen szabalyt veszel észre? Vizsgald meg az (a + b)" kifejtését is. Hogyan kapcsolodik
az elébbiekhez? Mit tudnal bizonyitani?

18. Igazold, hogy egy haromszog belst szogeinek 6sszege 180°. Probalkozz hasonlo allitas-
sal 4, 5, 6 oldali konvex sokszog esetén is. Hogyan fogalmaznad meg &ltalanosan? Bizonyitsd
be!

19. Hany atloja van egy 4, 5, 6, illetve 7 oldali sokszognek? Es egy n oldalt sokszognek?
Bizonyitsd be!

20. Egy tarsasiagban n tanul6 van és egymassal mindenki kezet fogott. Hany kézfogas
tortént?

21. Felhasznalva esetleg a sin 2o = 2 - sin « - cos a azonossagot, igazold, hogy

.
x x x 1 S5
COS —COS — ...Co0s — = — - —=—— ahol x # km.
4 2n o2 sing

22. Hasznalva esetleg az (1 — a)(1 + a) = 1 — a? azonossagot, igazold, hogy
1+a)(1+a>)(1+aY)---1+a*)=1+a+a®>+a*+...+a*.

23. Igazold, hogy V2 +v2 <2, \/2+ V2 + V2 < 2, \/2+ V2+V2+V2<2

Milyen elképzelésed van a \/2 +vV2+ ...+ V2 < 2 bizonyitasara? (A gyokok szama
tetszdleges.)

24. Legyen a1 = V2, as = V24+ V2, a3 =\/2+ V2 + V2, a4:\/2—|—\/2+\/2+\/§.

Mit jelolnél a,,-nel? Keress Osszefiiggéseket ay és aq, as és as, a4 és az, majd a,.1 és a, kozott.

Bizonyitsd be!
25. [gazold, hogy

V204 V20 + 1 w20+ 124 V12 - vVi2 +4/30 + V30 + .+ V30 < 15,

ahol a gyokok szdma tetszoleges.

26. Ird novekvs sorrendbe a 24. feladatbol az aq, as, as, aa, . . . szamokat. Hasonlitsd 6ssze
api1 és a, értékeit. Bizonyitsd be!

27. Hany téglalapot lehet megszamlalni a mellékelt 3 x 3-
as abran? Es egy hasonlé beosztasi 1 x 1-es, 2 X 2-es, 4 x 4-es
abran? Es egy n x n-es abran? Bizonyitsd az allitasodat!

28. Hany haromszoget lehet megszamlalni a mellékelt 3 x 3-
as abran? Es egy hasonlo beosztast 1 x 1-es, 2 x 2-es, 4 x 4-es
abran? Es egy n x n-es abran? Bizonyitsd is allitasodat!

29. Hogyan fogalmaznad meg a 27. és 28. feladatok térbeli megfelelGit? Probald meg-
sejteni eredményeidet. Bizonyitsd be!
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30. Egy négyzetet darabolj fel rendre

a)4,7,10,13; b)6,9,12,15; c) 8, 11, 14, 17 négyzetre.

Fel lehet-e darabolni egy négyzetet akarhany, n > 6 darab négyzetre? Bizonyitsd be
észrevételeidet!

31. Ugyanaz a feladat, csak a négyzet helyett egy haromszoget darabolunk n > 6 darab
hasonl6 haromszogre.

32. Igazold, hogy egy kocka feldarabolhat6 n > 58 darab kockara!
Igazold, hogy egy tetraéder feldarabolhato akarhdny n > 58 darab hasonlo tetraéderre!

33. Igazold, hogy n > 1 darab négyzet feldarabolhato tgy, hogy az Osszes darabbol
egyetlen négyzetet lehessen kirakni.

34. Egy téglalapot darabolj fel 5,6, 7,8, illetve 9 téglalapra tugy, hogy ezek koziil barmely
két szomszédos téglalap ne alkosson téglalapot. Hogyan igazolnad ezt minden n > 5 esetén?

35. Osszuk fel a sikot n altalanos helyzetii egyenessel (nincs két parhuzamos vagy harom
osszefuto). Jelolje P, a kapott részek szamat. Bizonyitsuk be, hogy P,y = P, + (n+ 1), majd
n(n+1)

2
36. Osszuk fel a teret n szamu altalanos helyzetd sikkal. Jelolje S, a kapott részek

innen vezessiik le, hogy P, = +n+ 1.

szamat. Bizonyitsuk be, hogy S,.1 = S, + P, (ahol P, az el6bbi), majd vezessiik le, hogy
(n—1) N n(n —1)(n —2)

1-2 1-2-3 '

37. Osszuk fel egy gomb feliiletét n szamu nagykorrel (melyek koziil barmely haromnak

Snzl—i—n—i—n

nincs kozos pontja). Jelolje A, a keletkezett tartoméanyok szamat.
Igazoljuk, hogy A, .1 = A, + 2n, majd vezessiik le az A, értékeét.

38. Bizonyitsuk be, hogy egy ponton atmend n szami sik (ha barmely harom nem megy
at egy egyenesen) a teret B,, = n(n — 2) + 2 részre osztja.

39. Igazoljuk, hogy barmely haromszog feldarabolhatdo n > 3 egyenld szari haromszogre.

1 1 1 1
40. Legyen a € R gy, hogy a + — egész szam. Igaz-e, hogy a® + —, a®> + —, a* + — is
a a? a3 a*

egész szamok? Es az, hogy a" + — € 77
an
41. Milyen n természetes szamok esetén létezik a + és — elGjeleknek egy olyan
megvalasztasa, amelyre 1 £2+3+ ... £n =07

42. Tgazoljuk, hogy barmely m € N esetén létezik n € N és a 4 és — elGjeleknek egy olyan
megvalasztasa, amelyre 12 £22 £ 32 £ ... £ n? = 0.

43. Legyen a,1 = 5™ és a; = 5. Vizsgaljuk meg az ay — ay, ag — as, a4 — ag kiilonbségek
utolso 1, 2, 3 szamjegyét. [gazoljuk, hogy a,.1 és a, utolsdé n szamjegye megegyezik.

44. Tgazoljuk, hogy barmely n > 8 lej értékd osszeg kifizethets csak 3 és 5 lejes pénzérmék
segitségével.

45. Hatarozzuk meg azokat az f: N — N fiiggvényeket, amelyekre f(m-+n) = f(m)+f(n),
barmely m,n € N esetén.
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46. Hatérozzuk meg azokat az f: N* — N* fiiggvényeket, amelyekre:
a) f(p) = p, barmely p primszam esetén.

b) f(mn) = f(m)- f(n), barmely m,n € N* esetén.

47. Hatérozzuk meg azokat az f: N* — N* fiiggvényeket, amelyekre:
a) f(2) =2

b) ha n < m, akkor f(n) < f(m), barmely m,n € N* esetén;

¢) f(mn) = f(m)- f(n), barmely m,n € N* esetén.

48. Hatarozzuk meg azokat az f: N* — N* fiiggvényeket, amelyekre:
a) f(1) =1;

b) f(m)+ f(n) = f(m +n) —mn, barmely m,n € N* esetén.

49. Tekintsiik a Gauss-féle szamtani és mértani sorozatok tagjait:

ag + by a; + by ag + bo Qp—1 + bp1
a; — , Qg = , 3 = 2 ,...,an:f

2 2
b1 =/ aobo, bg = albl, b3 =/ agbg, ceey bn = \/&nflbnfl, ahol ag > bo.
[gazoljuk, hogy ag > a1 >as > ... > a1 >ay, > by, > b, 1 > ... > by > by > by.

| @)+ 1)
2

50. Ha az f: R — R fiiggvényre teljesiil az f(x ;_ y) Osszefiiggés, barmely

b d b d
x,y € R esetén, igazoljuk, hogy f <%) > fla) + )Zf(c) + £ ), barmely
, L. .. i 3 rT+y+z
a,b,c,d € R esetén, majd innen vezessiik le, hogy barmely x,y, 2z esetén f — 5 >

L @)+ 1)+ 1)
- 3
Hasonlb6an igazoljuk, hogy allitdsunk teljesiil tetszéleges n > 2 szamu tag esetén is.

Sajatos esetként vizsgaljuk az f(r) = Inz, f(z) = sinz, f(z) = 2? fiiggvényeket is az
értelmezési tartomanyukon.

Utmutatasok a feladatok megoldasahoz

A tovabbiakban a teljes matematikai indukcié modszerét t.m.i. jeloli.

1.(n+1)+n=(n+1)*—n
1 1 1

‘n o on+1 :n(n+1)'
3.n(n+1)(n+2)(n+3)+1=(n*+3n+1)>~

4. n?> +n+ pip, han=p.
5. Ha \/n++/n € N*, akkor n = k%, igy VK2 +k & N*, mert k* < k> + k < (k+ 1),
majd lépésrol 1épésre, t.m.i.-vel \/n +y/n+...+n &N

6. Az 5, 6 utolsd szdmjegyei hatvanyozassal nem valtoznak, a 4, 9 hatvanyainak utolso
szamjegye kett6nként, mig a 2, 3, 7, 8 esetén négyenként valtoznak, t.m.i.-vel is bizonyithato.

7. T.m.i.-vel igazolhato, hogy 1 +3 +5+ ...+ (2n — 1) = n?,

8. Altalaban a + (a +2) + ... + (a4 (2n — 2)) = n® és a = 2k + 1 esetén 2k = n(n — 1)
adodik, amit visszahelyettesitiink. T.m.i.-vel igazoljuk.
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9. n egymast kovet§ természetes szdm szorzata oszthato 1-2-3-...-n = nl-sal, t.m.i.-vel

bizonyitjuk.
1 2
10. Tomii-vel, B +23+ ... +n3=(1+2+...4+n)? = <n(nT+)) .
1
11. Tomi-vel, 12— 22 +32 — 4 (—1)" 12 = (—1)~ . @

12. (1 +0)% =2F ik (1 + )% =2~ . % . (1 + i), mindkettének négy alakja van.

13. A keresett altalanos Osszeg értéke 1, han = 4k; 1+4, han =4k+1; i, han = 4k + 2;
0, ha n = 4k + 3. T.m.i.-vel is bizonyithato.

14. 2" + 2™ = 2, han = 3k és —1, ha n = 3k + 1 vagy n = 3k + 2, t.m.i.-vel is
bizonyithatjuk.

15. Az adott Osszefliggést z-szel szorozzuk, majd hozzdadunk és kivonunk 1-et, és
kiemeljiik az (z — 1) koz0s tényezot.

16. ay > by, a3 < by, ay < bs ...és altalaban a, 1 < b,, amit t.m.i.-vel is bizonyithatunk.

17. Az egyiitthatokbol alkotott Pascal-féle haromszdgnek fiiggGleges szimmetriatengelye
vanés 1+1=2,142=3,143=4,3+3=6, ...sth.

18. Az n = 3 esetben Eukleidész [X. axidmaja alapjan, tovabba t.m.i.-vel az (n+1) oldala
sokszoget egy n oldalira és egy haromszogre bontjuk; igy S, = (n — 1)7.

19. Az el6bbihez hasonl6an darabolunk, és t.m.i.-vel igazoljuk, hogy az atlok szédma
n(n — 3)
—

20. Az el6bbi feladat atfogalmazésa.

21., 22. Alkalmazzuk a jelzett képleteket, és t.m.i.-vel bizonyitunk.

23., 24., 26. T.m.i.-vel igazoljuk, az a,11 = /2 + an, a1 = /2 alapjan.

25. Hasonloan, t.m.i.-vel igazoljuk, ha »; = /20, akkor x,.;1 = 20+, < 5; ha
1 = V12, akkor y,.1 = /12 + y, < 4; ha 2, = V30, akkor 2,1 =+/30+ 2, < 6.
27. l1-et az 1 X 1-esen, 9 = (1+2)%-t a 2 x 2-esen, 36 = (1+2+3)%*-t a 3 x 3-ason, t.m.i.-vel

n*(n+1)?
4

28. Konnyebb megszamlalni az el6bbi rajzokon a négyzeteket, 12 az 1 x 1-esen, 12 4 2% a

s nn+1)2n+1)
B 6

29. Az el6bbiekhez hasonld, csak a hatvanykitevében 2 helyett 3 lesz.

30. Az abrék alapjan egy kisnégyzetet

= (14+2+...+n)*t az n X n-esen.

2 x 2-esen, t.m.i.-vel 12 4+22 4+ .. . +n

az n X n-esen.

1
ismételten négy négyzetre osztunk. T.m.i.- I 2 ! 6 B g
vel n — (n + 3) bizonyithato, ha az els6 2 3]
abra egyik négyzetét n négyzetre osztjuk. 3 4 31415 45 | 6 | 7
31. Ekvivalens az el6bbi feladattal. 4,7.10.... 6.9,12,... 8,11,14,...

32. Hasonloan az el6bbi két feladathoz, csak itt t.m.i.-vel n — (n+ 8) bizonyithato (ezért
n > 58).
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33. T.m.i.-vel igazoljuk, n = 1 evidens. Elegend6 az n = 2 bizonyitésa, hiszen n + 1
osszedarabolt négyzet koziil kettSbdl egy négyzetet rakunk ki, igy a t.m.i. hasznalhat6. Legyen
a > b a két szobanforgo ABCD és A'B'C'D’ négyzet oldala, P, R, ), S pedig az AP = BQ =
—Cr=ps="t"

szemléltetjiik.

egyenlGségeket teljesité pontok. Az Osszeillesztést a kovetkezd rajzokon

34. T.m.i.-vel bizonyitunk, a mellékelt Abrak kistéglalapjait ismételten 5 darabra osztjuk,
igy az n — (n + 4) igazolhato.

1 5 6 6
5 1

35. T.m.i.-vel, n + 1 egyenes esetén a meglevé n-hez taldlomra hizzunk egy egyenest,
ez az Osszes régit kiilonbo6z6 pontokban metszi, igy n pont az 0j egyenest n + 1 részre osztja,
minden ilyen rész kettévag egy sikrészt, igy 2(n + 1) 1j sikrész keletkezik, megsziinik (n + 1).

36. Hasonlo az elgbbihez, t.m.i.-vel, ha n sik a teret S, részre osztja, az Gjabb (n + 1)
sikon n metszésegyenes keletkezik, ami ez utobbi sikon P, tartomanyt hataroz meg, minden
ilyen rész a tér egy régi részét kétszerezi, stb.

37. T.m.i.-vel, ha megrajzoljuk az (n+1) nagykort, ez mindegyiket két-két pontban metszi,
tehat ez utobbi 2n iv lesz, mindegyik egy-egy tartomanyt oszt ketté, innen A, .1 = A, + 2n.

38. Ekvivalens az elgbbivel.

39. T.m.i.-vel, a kovetkez6 abrak szerint:

n darabra

n—n+]

40. S, =a" +a " és az Spr1 = 515, — Sp_1 alapjan t.m.i.-vel.

41. T.m.i.-vel, igaz, han = 4k vagy n =4k +3,azn — (n+4), 0 =m— (m+1)—
—(m + 2) + (m + 3) alapjan.

42. T.m.i.-vel az n — (n+4) bizonyithato, n*> — (n+1)? — (n+2)? + (n+ 3)? = 4 miatt.
43. T.m.i-vel, apy1 — a, = 5% =1 (591 — 1) és a,, — a,_; = M10* alapjan.

44. Tim.i.-vel, 8 =1-341-5,9=3-34+0-5,10=0-3+2-5 és n = 3a + 5b alapjan
n — (n + 3) igazolhato, hiszen n + 3 = 3(a + 1) + 5b, ahol a,b € N.
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aza=x,b=y,c=2d=

45. Az m = n esetbdl kiindulva, t.m.i.-vel f(k) = k- f(1) igazolhato.
46., 47. Az m = n esetbdl kiindulva, t.m.i.-vel f(k) = k igazolhato.
k(k—1)
2
49. T.m.i.-vel igazolhato, hogy a, > b, majd az ap_1 > ay és by > by_1.

b d
50. Az x = % ésy = C—g esetén alkalmazzuk kétszer a megadott Gsszefiiggést, majd

48. Az m = 1 esetbdl kiindulva, majd osszegezve, f(k) = + 1 igazolhato.

rT+y+=z .. . T PR
rryTe helyettesitést végezziik. T.m.i.-vel az el6bbiek mintajara,

n — 2n — (n + 1) bizonyithato.
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