MAGASABBFOKU MATRIXEGYENLETEK MEGOLDASA
Tuzson Zoltan

Bizonyédra mar ,,06rokzold feladat”-nak mindsithetd a kovetkezds feladat,
ami példaul az [1]-ben is és a [2]-ben is megtaldlhat6 : ,,Bizonyitsd be, hogy

végtelen sok olyan A= (x yj e M,(Z) matrix létezik, amelyekre A’ =1,”
z

Az [1]-ben a megoldas ennyit kozol: x= a, y= 1, z= 1- @, t=-aésacZ, a
[2]-ben pedig ezt talaljuk: x=a, y= I+a, z= I- a, t= - a és ae Z. Természetesen
kérdezhetiink r4, hogy honnan kapjuk a jelzett megoldasokat, illetve a feladat

miért is nem azt kéri, hogy ,Hatdrozzuk meg azok az Az(x yjeMz(Z)
7zt

matrixokat, amelyek teljesitik az A*=7, matrixegyenletet”. A tovabbiakban

valaszt adunk a feltett kérdésekre, €s latni fogjuk, hogy ez, a megfogalmazasaban
rovid kis feladat megolddsa mennyi érdekességet rejteget.
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Konnyen kiszamithatd, hogy A® =(x ey (XH)j ahol x, y, z, t €”Z. Az

2(x+1)  yz+t°
A’ =1, matrixegyenldség alapjan a kovetkezo egyenletrendszer adddik:

+yz=1(1); y(x+)=0 (2); z(x+1)=0 (3) ; yz+1° =1 (4).

[.) Amennyiben x+:#0 , Ugy a (2) és (3) alapjan y=z=0 sziikséges, igy az (1) €s
(4) alapjan x* =¢*> =1 adddik, ezért az x+t =0 feltételt is kielégitd szamnégyesek:
(1,0,0,1); (-1,0,0,-1),igyaz A =1, és A =-1, megoldasok adodnak.

II.) Amennyiben x+:=0, Ugy a (2) és (3) egyenldségek minden y illetve z esetén
teljesiilnek, €s az x= - ¢ alapjan pedig az (1) és (4) egyenlet egybeesik és ez a
kovetkez6: x*+yz=1, ahol x, y, z €Z (*) ami egy haromismeretlenes masodfoku
diofantikus egyenlet. Kénnyen ellendrizheté, hogy az (a, I, I- &) illetve az
(a, 1+ a, I- a) szZamharmasok a (*) egyenletnek valoban megoldésai, de azonnal
rékérdezhetnénk, honnan is kapjuk ezeket, illetve meghatdrozhat6-e az egyenlet
osszes (x, v, 2) ez’ megolddsa?

Miel6tt a feladat részletes megoldasidba bocsatkoznéank, vegyiik észre, hogy
ha y vagy z értéke +1 vagy -1 (de |y|=1 és |z|=1 egyid6ben nem igaz), akkor a (*¥)
egyenletbol az x=a tetszdleges egész szam valasztdssal a harmadik ismeretlen
értéke 1+4° lesz, és igy mar nyilvanvald, hogy az [1]-ben miért az ott talalhatd
valaszt adtdk. Ezt és a (*) egyenlet alakjat tekintve, a [2]-ben kozolt megoldas is
most mar nyilvanvalobbnak tlinhet, de mindkét megoldascsalddra visszatériink.
Tovabbra is marad a kérdés: meghatirozhaté-e a (*) egyenlet dsszes (x, y, z) €Z°
megolddsa? A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy igen, és méghozza egészen elemi
eszkozokkel. Természetesen a kapott 4dltaldnos megoldasokbdl, visszakaphatdk az
[1]-ben és a [2]-ben jelzett megoldasok is.

A (*) egyenlet megolddsa céljabol, mivel olyan atalakitasokat végziink,
ahol x=1, x= -1, y=0, z=0, esetek egyike sem lehetséges, ezért ezeket az eseteket
kiilon targyaljuk le:



1) Ha x=1 akkor a (*) alapjan y-z= 0, tehat y=0 vagy z=0 és t= -x alapjin az
(x, y, z, t) megoldasnégyesek a kovetkezok: (1, 0, z, -1); (1, y, 0, -1) ahol y, z € Z
tetszOleges.
2) Ha x= -1, akkor teljesen hasonlé6 médon kapjuk a (-1, 0, z, 1); (-1, y, 0, 1)
megoldasnégyseket is.
3) Az yz= 0 a (*) egyenlet alapjan az x° =] egyenlethez vezet, de ezt mar
letargyaltuk az 1) €s 2) esetekben.

A tovibbiakban tehit feltételezhetjiik, hogy y-z#0 és x° #l, ahol x, y, z € Z.
Ekkor a (*) egyenlet ekvivalens modon igy irhat6 fel: oz =% ahol £ a

y x+1 f B

két egyenld tort értékét jelenti, és o, feZ gy, hogy (& B= 1. (*¥)
gy tehit x—lz%és x+1:—%, ¢s mivel a baloldalakon egész szamok
vannak, tovabba (g f)=1, ezért y= [u és z= orv sziiksége, ahol u, v eZ . Ebbdl

kifoly6lag x—1=a-ués x+1=£-v ahonnan x:a-u%ﬂ-v s a-u+f-v=-2.

Tehat fenndllnak a kovetkezd Osszefiiggések és feltételek:
x=ZUBY (5 gk pv=—2 (6), y= fu (T), 2= arv (8)
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ahol & B u, veZ és (af)=1(9)

A tovébbiakban bizonyitani fogjuk, hogy elre megvilasztott & BeZ és (a;f=1
szdamokra meghatdrozhatok az u, v eZ’, amelyek eleget tesznek az (5)-(9)
feltételeknek, €és ezdltal az Osszes (x, y, 2) €7’ szdmharmast is meghatarozzuk.
Ennek a kivitelezési céljabol sziikségiink lesz az aru+fv= -2 diofantikus egyenlet
7Zx7Z halmazon tortén0 megoldasara. A [3]-ban taldlhaté bizonyitdsi modszert
kovetve , az egyenletnek van megolddsa a ZxZ halmazon, ugyanis az (g /)= 1
feltétel alapjan éteznek olyan p, g egész szamok, amelyekre ap+fqg=1 ezért
a(-2p)+[(-2q)= -2 ami azt jelenti, hogy u= -2p és v= - 2q az oru+fv= -2 (6)
egyenletnek egy megoldasa. Legyen u, €és v,a (6) egyenlet egy tetszoleges sajatos
megolddsa a ZxZ-n. Tehat a-u,+ f-v,=-2 (10) és igy, ha u, ve Z is megoldasok,
akkor a-u+pg-v=-2 (11) és a (10),(11) alapjan @-u+p-v=a-u,+ v, ahonnan
a-(u—uy)=—B-(v-v,) (12) adédik, és mivel (@ B=1 ezért a|(v-vy) és A (u-uy)
ezért 1€tezik olyan neZ amelyre v-vp=a'n vagyis v=an+ vy és a (12) alapjan
v=orn+ vy . Bzeket visszairva az (5)-(9) Osszefiiggésekbe az ottani feltételekkel
kapjuk, hogy a (*) egyenlet 0sszes egész megoldasa:

% y=B-y+Bn), z=a-(vy+a-n) ()
ahol (¢, =1, &, B neZ , tovabba u, és v, az «-u+ f-v=-2 diofantikus egyenlet

egy sajitos megoldisa. Szdmoldsokkal konnyliszerrel ellendrizhetd, hogy ezekre
az értékekre valoban igaz, hogy x*+yz=1, vagyis x, y, z tényleg megolddsok is.

x=a-f-n+

Tovabba az «-u,+f-v,=-2 Osszefiiggés alapjan konnyen beldthatd, hogy xeZ
val6ban igaz.



A [3]-ban bebizonyitjdk, hogy az Euklidesz algoritmussal meghatarozhat6 az
ilyen linedris diofantikus egyenletnek egy sajatos megoldasa, ellenben nem tul
nagy aés [esetén sajatos megoldasokat konnytiszerrel észrevehetiink.
Megjegyzések:

1) A feladat megoldasat a masképpen is elkezdhettiik volna. A [4]-ben bemutatott
tulajdonsdgok alapjan a d,=det(A) és t,=Tr(A) jelolésekkel, ha az A> =1, egyenlet
mindkét oldaldnak a determinansat vessziik, akkor 4} =1 adédik (i). Ugyanakkor
az A matrix teljesiti az A’ —Tr(A)- A+det(A)-I, =0, Cayley-Hamilton Gsszefiiggést
(v.0.[4]), masfelél A*=1,, igy ezek alapjan ¢,-A=(d,+1)-1, adédik (ii), és ha
ebben az egyenletben mindkét oldalnak a nyomat vessziik, akkor #; =2-(d, +1)
adodik (ii1). A harom 6sszefiiggés alapjan ha ¢, =0 akkor d,= -1 és az A:(z f j
betlizéssel az x+t= 0 és x-t—y-z=-1, igy ezek alapjan ugyancsak az x*+yz=1
diofantikus egyenlet megoldasdhoz jutunk. Amennyiben pedig ¢, #0, ugy d,# -1,
és az (i), (iii) alapjan d,= 1 és t; =4, ezért az (ii) Osszefliggésbol A =+1, adodik.
2) Az A’=1, matrixegyenletnek az M,(C) halmazon valé6 megolddsa sokkal
egyszeribb mint az M,(Z) halmazon val6 megoldasa. A cikk elején alkalmazott
szdmoldsokat haszndlva, ha x+t# 0 ugy a (2)-(3) egyenletekbdl y= z= 0 és
x* = = 1 adédik, amibSl az x + t# 0 feltétel mellett ezittal is az A ==+I,
megoldasok adédnak. Ha x+7=0, akkor az x*+yz=1 egyenlethez jutunk, ahol ha

+1
z= 0 akkor x= t= £ Iés A= (
0 7

yj, ha pedig y= 0 akkor is x= = £ Iés

1 0
A= [ j, ha pedig y-:z# 0 az y és z koziil barmelyik kifejezhetd, példaul

Z F
1—x7 * Y
r=—2X és igy A=|1-x° , minden x, ye C esetén €s persze y-zZ0.
—X
y

Az elObbiekben leirtak jobb megértése €s elmélyitése végett nézziink
néhany sajatos esetet:
1) Ha példaul a=2 és (=3, akkor az elébb leirtak alapjan a-u+pg-v=-2 <
2-u+3-v=-2 ¢és konnyulszerrel lathatjuk, hogy u,=-1€s v,=0 az egyenletnek
valéban sajatos megoldasai, és a (***) képletek alapjan ebben az esetben a
kovetkezd megoldascsaladot kapjuk: x= 6-n-1, y= 9-n-3, z= - 4-n ahol neZ .
2) A (*) egyenletnek az x_—lz_&:% atalakitott form4jat figyelve,

y X

megkeressiik, hogy az a és S mely értékeire kapjuk meg az [1]-ben is megadott
x=a, y= 1, z= 1- @’ , t= - a és ae Z megoldasokat. Ha ezeket az értékeket

behelyettesitjiikk az el6bbi aranysora, akkor azonnal latszik, hogy az a=a-1 és =1



valasztas célravezetd, és (o, B)=I is teljesiil, hiszen az aranysorban az y-z= 0 és
x° =Ieseteket kiilon letargyaltuk. Ezen aés Bértékekre a (***) osszefiiggésekbdl
x= (a-1)n+1, y= n, z= —(a—])z-n -2-(a-1) ahol neZ adddik, és azonnal lathatd,
hogy ha n=1 akkor maris visszakapjuk az [1]-ben megadott megoldascsalddot.

z

3) Ugyancsak a (*) egyenletnek az Xl o =% atalakitott form4jat figyelve
y X

megkeressiik, hogy az a és S mely értékeire kapjuk meg a [2]-ben megadott

x=a, y= 1+a, z= I-a, t= - a és ae Z megoldasokat. Ha ezeket az értékeket
behelyettesitjiik az elobbi ardnysorba kapjuk, hogy a—:z%. Tovabba vegyiik
a
észre, hogy ha d=(a-1, a+1) akkor d |( a-1) és d |( a+1) ahonnan d |2 vagyis
(a-1, a+1) =t1 vagy (a-1, a+1) =t2. Amennyiben (a-1, a+1) =1 megvalaszthat6
o= a-1és f= a+1, és mivel az (a-1)u+(a+1)v=-2 egyenletnek u,=18s v,=-1
sajatos megolddsa, a (***) Gsszefiiggések alapjan kapjuk, hogy x=(a+1)"n+a-1 ,
y= -(a-1)*n-a+1, z=1-a ahol neZ. Amennyiben az n=0 értékek vilasztjuk,

visszakapjuk a [l]-ben megadott megolddscsalddot. Hasonl6éan, ha

(a-1, a+1) =2 akkor az azaT_l és ,B:aTH vélasztassal mar teljesiil az (@, p)=1

. . -1 +1 , .,
feltétel, és az (a2 )u+(a2 )v=—2 egyenletnek u,=2és v,=-2 sajatos

2 2
megoldasa, ezért a (*) alapjan x:(‘%lj ‘n+a+l, y:(‘%lj ‘n+a+l és

2
zz—(%ﬂj -n—a+1 a megoldasharmas, és n=0 ért€kre ezuttal visszakapjuk a
[2]-ben jelzett megolddscsaladot. Az (a-1, a+1) = -1 és (a-1, a+1) = -2 esetekben
a(-a+l, - a-l) =1 ¢és (- a+l, - a-1) =2 valtoztatassal, ugyancsak az elobbiek
szerint jarunk el.
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