MAGASABBFOKU MATRIXEGYENLETEK MEGOLDASA
Tuzson Zoltan

Akér a régebbi, akar az alternativ XI. osztdlyos algebra tankonyveket lapozva, akar
példatarakban vagy matematikai versenyeken gyakran taldlkozunk egynél magasabb foku
matrixegyenletekkel is, amelyek megolddsa nem éppen egyszerti.

A tovadbbiakban kivaltképpen ilyen tipusi matrixegyenletek megolddsdnak
modszereirdl irunk:

Oldjuk meg az X" = {a
c

Z} , Xe M, (C) egyenletet, ha a, b, c, d adottak.

Noha a legtobb tankonyvben a megoldashoz sziikséges fogalmak elszértan
megtalalhatok, tdl kevés fontossdg jut ezeknek, hiszen egyes sziikséges fogalmak a martixok,
masok a determindnsok, megint masok a sorozatok fejezetekben taldlhatok, €s a tananyag
tantervi kotottségei, ezeknek az 0tvozését csak késOn teszi lehetové, igy legtobbszor ez
elmaradhat.

X . L. , ,
Masfeldl, pl. n=2 esetben a legtobbszor az X = { y} ismeretlen matrix valasztassal,
Z U

az X* elvégzése utdn az x2+yz:a, y(x+u)=b, z(x+u)=c, zy+u2:d egyenletrendszer
megolddsdhoz jutunk, ami eléggé hosszas szdmoldsokat igényel, (kivéve a nagyon sajitos a,
b, c, d értékeket). Természetesen az n>2 hatvanykitevo esetén ez a modszer mar nagyon ritkan
hasznalhaté. Eppen ezért olyan 4ltaldnos jellegli tippeket, triikkkket és eljardsokat mutatunk
be, amelyek segitségével konnylszerrel és elegdnsan megoldhatunk ilyen, és ennél
altalanosabb tipusu feladatokat.

A tovdbbiakban felelevenitjiik azokat az elméleti fogalmakat és fontosabb
eredményeket, amelyeket haszndlni fogunk (nem bizonyitjuk, hiszen a szakirodalomban is
szerepld tankonyvekben megtaldlhatok), és ezek utdn jOl valogatott megoldott feladatok
segitségével mutatjuk be a médszereink hatékonysagat.

Egy matrix nyoma
Egy A:(alj )i T AeM,(C) matrix nyomdt Tr(A)-val jeloljik. Ez az elnevezés a francia,

angol sz6haszndlat trace = nyom alapjdn alakult ki. Ertelmezés szerint
Tr(A)=a,, +a,, +...+a,, . Ezen értelmezés, és a detemindns értelmezése €s tulajdonsdgai
alapjan, ha A, B e M,(C) és k R érvényesek a kovetkezd tulajdonsidgok:

(1) Tr(A+B) = Tr(A)+ Tr(B)

(2) Tr(k- A) =k- Tr(A)

(3) Tr(A- B)=Tr(B - A)
Egy matrix karakterisztikus egyenlete
Egy A=(q,) . AeMy(C) mitrix esetén P(x)= det(Ax- L) a mitrix karakterisztikus

det(A-x- I,)= 0 pedig a karakterisztikus egyenlete. A tovdbbiakban csak a mdsodrendii

a b
négyzetes mdrtix karakterisztikus egyenletével foglalkozunk! Amennyiben A = { d}’
c

ekkor a fenti karakterisztikus egyenlet a kovetkez6 formékban is felirhato:

a-x b 5
=0 vagy x"-(a+d)- x +(ad-bc)=0

c d—x
Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy fenndll az igynevezett Cayley-Hamilton egyenldség:
Az—(a+d)' A +(ad-bc)- I, = 0, vagy Az—Tr(A)- A +det(A) -L=0,



Természetesen n-ed rendli madrtix esetén is létezik a Cayley-Hamilton egyenldség
(természetesen bonyolultabb formdban), azomban esetiinkben erre nem lesz sziikség.
Harom fontos képlet
A tankonyvekben bizonyitottak a kovetkezd, szamunkra nagyon hasznos képletek:
Ha A, B, X e M, (C), akkor

1) Ha A = B, akkor det(A)= det(B)

2) det(A- B)=det(A)- det(B), aminek sajatos esete a kovetkezo

3) det(X")= (detX)", minden n pozitiv egész szdmra.
A felelevenitett fogalmak és tulajdonsdgok segitségével kovessiik a kovetkezd megoldott
példakat! A kovetkezOkben a mdasodrendlii négyzetes ismeretlen martixot X-el jeldljiik,
tovabba vezessiik be a t= Tr(X) és d= det(X) jeloléseket, amiket mindvégig haszndlni fogunk.
7 =5

1. Feladat: Oldjuk meg az X* =
=15 12

} , Xe M, (C) egyenletet. (V.0. [3], 39. old.)

X
Megoldés: 1. Modszer. Jeloljik X = { y] és kiszdmolva az X* mdtrixot, a megfeleld
Zu

elemek egyenldségébdl az X+ yz=7T{),y x+u) =-5@),z x+u =-15 (3),
z- y+ u’= 12 (4) egyenletrendszer adédik. Az (1) és (4) kiilonbségébdl x*- u’= -5 (5) tovabba
az (5) és (2) aranyabdl x- u=y, vagyis u= x- y (6). A (3) és (2) ardnyabdl z = 3- y (7). A (6) és
(7) adta u és z értékeket visszahelyettesitve az (1) és (2) egyenletekbe, az
X+ 3- y’= 7 és 2- X. y- y°= -5 homogén egyenletrendszer ad6dik ahol bevezetve az y = k- x

valtozdcserét, a homogén egyenletrendszerek megoldasi moédszere alapjan k = —% ésk = —%

adédik. Az elsd esetben megoldva az X2 + 3 y2 =7 és 4y = -5 x egyenletrendszert,
4 =5

X= iL , a mésodik esetben megoldva az x™+ 3- y’= 7 és 2- y = - x
J13[-15 9

egyenletrendszert X= { 2 1} és X= { 2 1 } adodik.
-3 3 3 3

Megjegyzés: Ha az adott matrixegyenletben a 7, -5, -15, 12 szamok helyett tetszdleges valds
szamok szerepelnek, az el6bbiekben alkalmazott 1€pések €rvényben maradnak, és mindig
masodfokud kétismeretlenes homogén egyenletrendszerhez juthatunk, kivéve azt az esetet,
amikor a mellékatlon -5 illetve -15 elemek valamelyike (vagy mindkettd) 0, ugyanis ekkor az
(1)-(4) egyenletekbdl all6 egyenletrendszer megolddsa joval rovidebb.

2. Mddszer. Vegyiik mindkét oldal determindnsdt , ekkor felirhat6, hogy: d°= (detX) =
=det(X*)= 9, ahonnan d= +3. Az X martix karakterisztikus egyenlete: X*-t- X + d -I, = 0,
esetiinkben X*-t- X +3 I, = 0,, vagyis t- X = X* 3 -I,. Vilasszuk szét a két esetet .Ekkor a
10 -5

t X = X* 43 L=
-15 15

} egyenldség a két oldaldnak nyoma alapjan =t Tr(X)=

10 -5 2 -1
=Tr(X*)=10+15=25. Ezért t= *35, igy £5 X= { 15 15} alapjan X= { ; 3}’35

-2 1 L. 2 4
X= . A masodik esetben t- X = X" -3- I, =
3 -3 =15

eléz6ekhez hasonléan t>= 13 adddik, ahonnan t= ++/13, és ennek megfelelden * \/E X=

5
Nk ¢és ismét a nyomokra térve, az

o120 to két Idds az X= + | * -
= anonnan me clt megoldaas az A= © — .
4 -6 8 g J3-15 9
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2. Feladat: Oldjuk meg az X* = { | } , Xe M, (R) egyenletet. (V.0. [1])

1

12
Megoldés: E16bb megoldjuk az Y = { | } YeM,; (R) egyenletet. Vegyiik mindkét oldal

determindnsét, ekkor felirhat, hogy: d’= (detY)Z: det(Yz): 49, ahonnan d= * 7. Az Y martix
karakterisztikus egyenlete: Yit Y +d I, = 0, esetiinkben Yit Y +7 I, = 0, , vagyis

8 12
t Y = Y +7 -1, . Valasszuk szét a két esetet .Ekkor felirhaté: t- Y = Y2 +7 -I= { A 8}

ahonnan a két oldal nyoma alapjan t* = t Tr(Y)= Tr(Y?)= 8+ 8= 16. Ezért t= *+4, igy
g8 12 2 3
+4. Y= { 48 } alapjan Y= =& L 2} . A d= -7 esetben, az elobbiekhez hasonléan t’= -12,

de ekkor Ye M(R) nem lehetséges. A megoldand6 egyenlet esetén vezessiik be az X=Y

2 2 3
J egyenlet valds megolddsai az elobbiek alapjdn Y= i{ },

ielolést, fey az Y* =
j gy { L

—4
2
1

d’= (detX)” = det(X?)= *1, és mivel Xe M, (R), ezért csak a d’= 1 felel meg, ahonnan d= + 1.
Ennek alapjén a karakterisztikus egyenlet X>-t- X *-I, = 0,, vagyis t- X = X* +-L. Ezqttal is

vagyis X :i{ } Az eldbbiekhez hasonléan, mindkét oldal determindnsit véve

33
kiilonvélasztva a két esetet, és a nyomokra térve rendre kapjuk, hogy: t- X = X* +L,= L 3},
33
tehdt & = t- Tr(X)= Tr(X)=3+3=6, igy t= + 6 és ezért X= i%- L 3}. A misodik
1

esetben t X = X? -IL= L

3
J, 2 =t Tr(X)= Tr(X?)=1+1=2, fgy t= = /2, ahonnan az

13 .
X=+ 2. - megoldédsokat kapjuk.

3. Feladat: Oldjuk meg az X+ X = { L } , Xe M, (R) egyenletet.

Megoldds: A mdsodfoku valds fiiggvény mintdjara, az f(X)= a- X*+ b- X+ ¢- I, mdsodfokd
matrixfiiggvény is hasonléan kannénikus alakra hozhat6 (figyelem, a martixok szorzdsa nem

. b -A . . .
kommutativ!) vagyis f(X)= a- (X+2—-I2 )Y+ T I, ami azt jelenti, hogy véltozdcserével az
-a -a

a- X’+ b- X+ ¢- L= 0, martixegyenlet olyan martixegyenletté transzformdlhat6, amelyben a
valtozé matrix csak egyetlen helyen szerepel, tehat megoldhaté az eldbbiekben bemutatott
modszerrel. Esetiinkben, a tortegyiitthatok elkeriilése végett szorozzuk be az adott egyenlet
mindkét oldalat 4-gyel, majd mindkét oldalhoz adjunk hozza I,-t, igy a kovetkezd egyenletet
-7 —4

kapjuk: 22X+ L)’ =
pJ ( 2) { 4 9

}. Bevezetve az Y= 2-X+ I, valtozdcserét, az

-7 —4
Y= {4 9} matrixegyenletet kell megoldanunk. Tehdt d’= (detY)® = det(Y?)= *1

ahonnan a valés megolddsok d= + 1. Ennek alapjan a karakterisztikus egyenlet Y>-t- Y +-I, =



-6 -16
=0,, vagyist- Y = Y? + -I,. Az elébbiekhez hasonléan a nyomokra térve at- Y = { 410 }

-3 -8 3 8
egyenletben, t= £2 addédik, ahonnan Y = { 5 s } illetve Y = { ) 5] Tovabba a d= -1
-8 -10 . .. 2
esetben t- Y = i s | ahonnan t= 0 addédik, a karakterisztikus egyenlet alapjan Y= 0,

-3 -8
ellentmondds adodik. A kapott két Y megoldds alapjan 2-X+ D= {2 5} ahonnan

-2 -4 3 8 ) 1 4
X= ,6sa 2. X+ L= alapjan X= .
1 2 -2 =5 -1 -3

4. Feladat: Oldjuk meg az X° = { 0

2
J , Xe M, (R) egyenletet

Megoldds: A két oldal determindnsit véve d’= 1 adédik, igy a karakterisztikus egyenlet
X2t X +1,=0,, vagyis X*:=tX- I, ezért X=t X?- L X s X=t (t- X - Ip)- t- I, ahonnan

2 -1 0 V3 -1 2 ) s 2 _ .
t-1) X + 0 =X = 0 it A két oldal nyomat véve (t- 1)- t - 2-t = -2 vagyis
_t —_

-1 0
- 3t+ 2=0 < (t- 1)* (t+ 2)= 0 adédik. A t= 1 esetén az elébbi egyenléség a {o J:

-1 2 3 2
={O J absurdumot adja, mig t= -2 esetén a 3- X= {O 3} adédik, ahonnan
2

X= 3 | adddik, és ellendrizhetd, hogy valdban teljesiti az adott egyenletet.
0 -1

10 20

5. Feladat: Oldjuk meg az X’-4- X*+ 5- X = { 5 10} , Xe M, (R) egyenletet. (Matematikai

verseny 1998, v. 6. [2] 34. old.)
. ) . 10 20
Megoldés: Az egyenlet igy is felirhaté X- (X-(2-1)- I)- (X-(2+i)- )= {5 10}. A két oldal

determindnsdbdl det(X: (X-(2-1)- L) (X-(2+1)- I)= 0 addédik, ahonnan det(X)= 0 (1), vagy
det((X-(2-1)- )= 0 (2), vagy det((X-(2-1)- I,)= 0 (3). Az X matrix karakterisztikus polinomja
P(x)= det(X- x- I,) alaku, hiszen Xe My(R). A (2) és (3) kiilon-kiilon nem allhat fenn, mert
akkor a karakterisztikus polinom komplex egyiitthat6ju lenne, és ez ellentmond az Xe M, (R)
feltételnek. A (2) és (3) egyidoben szintén nem teljesiilhet, mert ekkor a P(2-1)= P(2+i)= 0
alapjan P(x)= x>- 4- x + 5 ad6dna, és mivel a karakterisztikus egyenlet masodfoki kell legyen,
ezért X 4- X +5 L=0, ,igy X: (Xz— 4- X + 5 I) =0, ami aburdum. Tehat csak az (1) allhat
fenn, igy a karakterisztikus egyenlet X*-t- X= 0, vagyis X* =t- X, ahonnan X’ =t- X* = t* X és

20
mindkettSt visszairva az eredeti egyenletbe kapjuk, hogy (t*- 4- t+5)- X = { ) 0} (4) ahol a

5
két oldal nyomdt véve (t*- 4 t+5)- t= 20 vagyis t>- 4- t*+5- t -20= 0, vagy (t-4)- (£ +5)= 0



10 20
adodik, és egyetlen valds zérushely csak t= 4. Ezért a (4) alapjan 5- X = {5 10}, vagyis

2 4 .
X= { 2 megoldds adodik.

6. Feladat: Igazoljuk, hogy az aldbbi esetek egyikében sem létezik olyan Xe M, (R) métrix,

amelyre: (a) X® = 01 (b) X°= 2 - (d) X°= -
1 0] 4 2] 6 2

Megoldis: (a) d*= (detX)® = det(X®*)= -1 ami Xe M, (R) esetén absurdum. (b) d’= (detX)’ =
=det(X’)= 0, igy a karakterisztikus egyenlet X?- t- X= 0,, ahonnan X’= t- X, igy rendre
X’=t X’=t* X, X'= % X’= ¢ X, X’= - X*=t" X. Tehit t* X= X’ és a két oldal nyomat
véve, t'=t* Tr(X) = Tr(t* X)= Tr(X")= 0 ahonnan t= 0, igy X°= 0, absudrum adédik.

-3 -1
(c) Bevezetve az X’=Y jelolést, Y= {6 2} alapjan d*= (detY)z = =det(Y2)= 0, a

karakterisztikus egyenlet Y?= t- Y ahonnan a nyomok alapjan t’= -1 adédik, ami YeM, (R)
esetén lehetetlen, €s mivel nem létezik ilyen Y, ezért Xe M, (R) sem létezik.

2 3
7. Feladat : Oldjuk meg az X207 = L 6} , Xe M, (R) egyenletet.

Megoldds: A két oldal determindnsit véve, d*'= (detX)*™ = det(X**")= 0, ezért a
karakterisztikus egyenlet X%t X= 0, ahonnan X%= t- X, igy rendre =t X=t* X, X*= ¢
X=X, és igy tovibb,... X**"= . X ahol a két oldal nyoma alapjan t**’= *%°. Tr(X) =

L ) 3
=Tr(t*%. X)= Tr(X**")= 8, vagyis t**’= 8, ahonnan t= 8207 =26®  fgy 269 . X= L 6}’

2006
ahonnan X= 2 . L 6} . Természetesen 2007 helyett tetsz6leges ne N esetén is ugyanigy

jarunk el.

1 31001 _ 1
1 31001
Megoldids: Az X- X'"'= X'%2= X% X kommutativitdsi tulajdonsdgot alkalmazzuk. Legyen

b +b)-3'"" —
X= {a d}’ fey X'0= x. Xx'0%0_ {a Ea d)) o U illetve X=X x—
¢ c (c+d)- —-c

8. Feladat: Oldjuk meg az X' = { }, XeM; (R) egyenletet.

. 3100 d -3

elemek egyenl8k, igy c= 0, és szdmoldsok utdn (3'®'- 1)- (a+ b —d)= 0 , ahonnan d= a+ b

+c-(3™ =1 b+d- (3" -1
=[a c( ) ( ) €s az el0z6 Osszefiiggés alapjdn, a megfeleld helyen levo

a
ad6dik, gy X=
& {0 a+b

_ alOOl (a+b)1001 _1
1o (a+h)y™

b 1001
. Induktiv médon konnyen igazolgatd, hogy a =
0 a+b

} (v.0. [3], 225. old.). és a megfelel6 elemek egyenldsége alapjan

1 2
alOOl: 1 éS (a+b)l()()l _1 — 31001 _1’ ahonnan a:l és a+ b: 3 . eZéI‘t b: 2, tehét X: |:O 3:| .

Természetesen 1001 helyett tetszOleges ne N esetén is ugyanigy jarunk el.



0 -1
9. Feladat: Oldjuk meg az X' = L 0 }, XeM; (R) egyenletet.

Megoldds: Az X- X'%= X'"'= X', X kommutativitsi tulajdonsdgot alkalmazzuk.
a b b —a -c —d
Legyen X= , igy X"= X X' illetve X'"'= X'®. X= és az
c d d -—c a b
el0zd Osszefiiggés alapjan, a megfeleld helyen levo elemek egyenldk, igy d= a és c= -b
a b
adodik, ezért X= { 5 }, igy a megoldand6 egyenletben a két oldal determindnsat véve
-b a

kapjuk, hogy d'o (detX)100 = =det(X100)= 1, ahonnan d= =*1, ellenben a, b €R miatt

a’+b’= 1. Az a= cos X és b= sin x jeloléssel, ahol x= arctg b . Induktiv médon kdénnyen
a

cosx sin x}lm B { cos100x  sin100x

—sinx CcoSx —sin100x cos100x

cos100x sin100x
—sin100x cos100x

igazolhat6, hogy X' = { } (v.6. [3], 231. old.). gy

0 -1
a megoldand6é egyenletiink { = { ] ahonnan cos 100x= 0 és

1 0

4k+Drx

sin 100x= 1, ezért 100x= %+2'k7£, ahonnan x = 200 és ke Z, és a megoldas

} , valamint x= arctg 2: Gk bz = b=

4k +)x
a tg-———
a 200

cosx sinx ]
X = szerint

—sinx CoOSXx

a b
X= { } alakba is visszairhatunk. Természetesen 100 helyett tetszoleges ne N esetén is
-b a

ugyanigy jarunk el.

Az utébbi két feladat esetén lathattuk, hogy sziikségiink lehet, az X" kiszdmoldséra.
Amennyiben induktiv médon nem sejtjilk meg az X" matrix alakjat, gy mdsképpen kell ezt
meghatiroznunk.

Matrixok hatvanyanak kiszamolasa a karakterisztikus egyenlet segitségével

A tobb lehetséges eljards koziil kettét mutatunk be. A [3]-ben bemutatott mdédszer alapjén,
X
Z u
miszerint: X2—(X+y)- X +(xu-yz)- I, = 0, vagyis X2-t- X +d- I = 0, ahol t=Tr(X) és d=det(X).
AzXP=tXd D alapjan, minden n>1 természetes szdm esetén X" =¢- X" —d-X".
Tehét, ha X"= {x" yn} V n> 1 esetén, akkor {xw ym}: t- ﬁ"“ y"“} -d - {x" yn]

Zn un Zn+2 un+2 u Zn un

ismert, hogy az X= { y} matrix teljesiti a mar emlitett Cayley-Hamilton Osszefiiggést,

n+l n+l

Innen azonnal adddik, hogy az (x,),.» (V,)s1> (2,)s> (,),s sorozatok ugyanazt a

mdasodrendl linedris rekurziot teljesitik, éspedig egy a,,, —t-a,,, +d-a, =0alaki rekurziot,

n+l
és csupan csak a kezdoértékek kiilonboznek: x;= X, xo= x-t-d, y1=y, Y= y-t-d, ;= z, zp,=zc-t-d,
u;= u, u= ut-d. Az ilyen mdasodrendii homogén linedris rekurzidval értelmezett sorozat
karakterisztikus egyenlete A*—t-A+d =0 (a matrixhoz rendelt karakterisztikus egyenlethez
hasonld). A karakterisztikus egyenlet gyokeinek a természetes szerint (v.0. [3] 19. és 229.
oldal) az éltalanos tag képlete a kovetkezd lehet:



1) ha A>0és A4 #A4, akétvalos gyok, akkor a, =k, - A" +k,- A",

2) ha A=0és A =4, akétegybeesd gyok, akkor a, =(k,-n+k,)- A",
ha A<0és A, =r-(cost+i-sint) a két komplex gyok, akkor a, =r-(k -cosnt+k,-cosnt),
ahol mindenesetben a ki, k, dllanddkat a kezd6értékekbdl hatarozzuk meg.

A [2]-ben (13.-14. old) a kovetkezd érdekes modszert taldljuk: Igazolni fogjuk, hogy az
el6z6 X matrix esetén léteznek olyan (x,).,, (V,), sorozatok, amelyekre

X"=x-X+y,-1,, V n>1 természetes szdm esetén. Ezt a legkdnnyebben a teljes

matematikai indukcié modszerével lehet bizonyitani. Az n=1 esetben x;=1 és y;=0 értékekre
az 4llitds igaz. Tovabbd, mivel a karakterisztikus egyenlet alapjan X = t- X -d- I, ezért x,=t és
yo=-d értékekre az 4llitds igaz. Feltételezve, hogy X* =x, - X +y, - I, felirhat6, hogy:

XM =X"X=(x, - X+y, L) X=x-X+y,-X=x-(t-X-d 1,) +y,-X =

= (tx,+y,)X +(-d-x)1,=x,-X+y,, -1,ahol Xy = t-x,+y, € ywi= —-d-x,.
Ezuttal egy rekurencia egyenletrendszert kaptunk, ahonnan y«»= -d-x,_,, igy
Xk+1= 1-X, —d - x,_, tovdbba az yx, 1= —d -x, segitségével yy, = t-y, —d -y, vagyis mindkét

sorozat ugyanazt az a,,,—t-a,  +d-a, =0rekurziot teljesitik, az x;=1, x=t, y;=0, y,=-d

n+2 n+l

kezdetértéki feltételekkel. Innen mér alkalmazhaték az elobbiekben leirt altaldnos tag
meghatdrozasi eljarasok.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy a [2] és [3]- ban szamos megoldott feladat is
taldlhatd, ellenben a matrixegyenletek megolddsa céljabol, az érdeklodd Olvasonak
0sszegyljtottiink néhany feladatot.

Gyakorlo feladatok

1 12
Az € M, (R) halmazon rendre oldjuk meg a kovetkez6é métrixegyenleteket: (1) X*= { 41 } ,

(v.6. [1]), (2) X* = 01 Yt = 01 (v.6. [5], 94. old), 3) X* +2- X = 22
.0. , —_10, = 10 .0. , . 01d), —11,

2000 , 1 2]
L@ X =] ] @ 121, 30, old), (6)

X == , Y = , L= (v.6. [2], 33. old.), (7) X* = , Y =1,
4 1 9 15 -3 2 1 0

(v.6. [2], 16. old.), (4) X*™ = Ll)

76 1 2
7°=0,, T’= {8 7} (v.6. [3], 223. old.), (8) X* = L 6} (MatLap 7/2006, L: 1278, 261. old),

5050
1

2008 _ | =3 2 _ 1 ) 00 _ |1
9 X = {6 4}, (10) X"+ X = 412 (v.0. [6], 14. old), (11) X = {O }, (12)

A A

0 -1 2% 0 3 2
X207 _ L o] (13) X" = { . 24, (v.5. [6], 24. old.). (14) X* = { } a Zs-ben,

A A A

, 16 1] . ) 6 3 )
Y= ,illetve Z°+ Z = a Zs-ben (v.0. [6], 25. old.).
6 5
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