Mit jelent az, hogy hatarozatlan eset?
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Minden bizonnyal a matematika tanuldsa és tanitdsa sordn, a leg nehezebbnek a matematikai
analizis tanuldsa és tanitdsa bizonyul. Ez 4llithaté mint a didk mint a tanar szemszogébdl. Ez egyrészt
azért van, mert a matematikai analizis keretén beliil természetszerlien kell hasznaljuk az el6zd
osztalyokban tanult matematikai fogalmakat, masrészt pedig éppen a matematikai analizis jellegébdl
adodik, vagyis abbdl, hogy a végtelennel formadlis szdmoldsokat kell végezniink, és ez teljesen mis
szemléletmdd kialakuldsat igényli.

A matematikai analizissel a tanuldk a XI. osztalyban ismerkednek meg, és mér a kezdeteknél
komolyabb nehézségekbe iitkdzhetnek. Kezdetben, a sajitos nyelvezet, fogalomrendszer é&s
jelolésrendszer kialakitdsa utdn madris elkezdddik a sorozatok konvergencidja, a maga ttvesztdivel.

Bevezetésre keriil az Rz[—oo,+oo]= RU{—OO,+°°} kiterjesztett szamhalmaz is. A kornyezet,

torlédasi pont, stb. fogalmakkal egyidoben a tanulé megismerkedik a sorozatok konvergencidjanak
fogalmaval is. Itt megprobdljuk ezt minél szemléletesebbé tenni, majd megallapitjuk, hogy a
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legegyszeriibb sorozat hatarértékek a kovetkezOk: limn =oco valamint lim—= 0. Ezek és mads
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hasonl6 példak alapjan maris megjelenik a legelsé formélis miivelet az — = 0. Ugyancsak az el6z6
o0

két hatarérték alapjan megdallapithatd, hogy oo = li_r>n n= 11_r>nl =% vagyis % =0 . Es fme eljutottunk
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n
a matematikai analizis két alapvetd formdlis miuveletéhez, amire épiilnek a tovabbi formadlis
miiveletek. Igy hét a tanulék megismerkedhetnek az egyezményes formélis miiveletekkel, mint példaul
c0+o00 =00, oo-00 =00, stb. Noha ezeknek a formalis miiveleteknek a tartalma lényegesen eltér a
véges szdmokkal végzendd miiveletek tulajdonsdgaiktdl mégis, az intuicié sugallatira legtobb
eredmény (miivelet) igymond ,,j6zan ésszel” elképzelhetd, vagyis a tanuld elfogadja. De mar itt
fontosnak latjuk kihangstlyozni, hogy a oo szimbdlumot nem mint valds szdamot kezeljiik, hanem mint
sorozat hatdrértéket! Ezért is hivjuk a vele végzett miiveleteket formdlis miiveleteknek, mert a

,,szokdsos” miiveleteket végezziik, de éppen nem a ,,megszokott” szabdlyok szerint.

A sorozatok konvergencia fogalmanak a kialakitdsa utdn mdris kovetkeznek a miiveletek a

sorozat hatdrértékekkel. Két konvergens sorozat esetén legyen x =limx, és y=limy, .
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1. Amennyiben létezik az x* y érték, igy lim(x, £y )=limx *limy,
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2. Amennyiben létezik az x- y érték, Ggy lim(x, -y )=limx -limy,
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3. Amennyiben létezik az — érték, vgy lim -
noey o limy,
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limy,
4. Amennyiben létezik az x* érték, dgy lim(x, )" = (lim X, ) .
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Ezek alapjan természetesen meriil fel a kérdés, hogy miért is vannak leszogezve a ,létezik az” xt y,
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x-y, —, x° feltétel? Es pontosan ezek vezetnek el azon esetek leszogezésére, amikor is az el6z6
y

muveletek nem 1éteznek. Ezek a kovetkezok:

(1) co—oo, 2 000,  ()=,=,  @17,0°%=" (%)

olo

Ezen 7 esetet ugymond ,,hatdrozatlan esetek” —nek nevezziik, legtobb tankonyvben még ugy is
szerepel, hogy ezek a miiveletek ,.értelmetlenek”. De ami a tanulé szdmdra a leg szomorubb az, hogy
ezen két ,vardzssz0” csupdn tartalom nélkiili absztrakt megnevezés marad, ugyanis egyetlen
matematikai analizis tankonyvben sem ldttam megmagyardzni, hogy mit is jelent, hogy ezek a

miiveletek ,, hatdrozatlan esetek”, vagy azt, hogy ezek mitdl is lennének ,,értelmetlen” miiveletek?

Erre a kérdésre természetesen akkor is vdlaszolhatndnk, amikor mér a sorozatok konvergencidja
kapcsédn szdmos hatdrérték szamoldsi mdodszerrel megismerkedett (hiszen ekkor fejlettebb eszkdzokkel
rendelkeziink) a tanulé ellenben ezt nem tartom a legmegfeleldbbnek, ugyanis, ha tisztdzatlan
fogalmakkal kell dolgozni tovadbb, és ezekre épitve robotosan oldjuk a hatarérték szdmoldsi
feladatokat, a tanul6ban egyre inkdbb elmélyiil az, hogy ezen fogalmak valami megmagyardzhatatlan,
titokzatos dolgok lennének.

A tovédbbiakban pontosan erre vallalkozunk, hogy a tanulé szdmara, a lehetd legegyszeriibben
megmagyardzzuk, hogy mi is a helyzet ezzel a 7 esettel, mit értiink az alatt, hogy ,,hatdrozatlan esetek”
vagy, hogy a ,,miiveleteknek nincs értelme”. Azt, hogy ez mennyire sikeriil, a cikk elolvasdsa utdn
dontse el a Tisztelt Olvasé!

A magyarizatokat mind a négy esetcsoportra megtargyaljuk. A oo —oo formdlis miivelet nem

ligy tekintendd mint két valés szdm kozotti kivonds! Hanem igy: ha limx =co és limy =oco akkor

n—oo n—oo

példaul oo —oo =1im(x, —y ) mivel is egyenld? Beldtjuk, hogy a oo — oo bdrmennyivel egyenld lehet!

Eppen ezért nevezik ,.hatdrozatlan esetnek”, mert az értéke csak esetenként hatarozott, és valjaban

oo —ocominden értéke felvehet a R z[—OO,+00] halmazbdl. Eppen ebbél kifolyélag nem tartom a
legszerencsésebbnek az a megfogalmazdst amit erre sok tankdonyvben hasznédlnak, hogy ezen esetek
wertelmetlen miiveletek”. Nem értelmetlenek, hiszen minden egyes egyedi esetben a megfeleld
hatarozatlan esetet ,.feloldva” egy-egy eredményt kapunk. Tehat maradjunk anndl, hogy a jelzett 7 eset
,,hatarozatlan eset”.

(1) A o—oo ért€kének a tisztazdsa végett vegyiik példaul a kovetkezd két sorozatot: x, =n+a és
Y, =n, ahol ,,a” egy tetszleges valos szam! Nyilvdn valdan, hogy még a kezdetek kezdetén konnyen
beldthaté, hogy limx, =limy =oco. Es az 1. mivelet alapjan lim(x, —y )=limx, —limy,
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& a=00—0o0 vagyis co—oo=q . Tehdt, haaz x, =n+a sorozatban az ,,a” valds szimot konkrétan

megvdlasszuk, 'y, =n pedig valtozatlan, akkor erre a sorozatokra (és) oo—oo=g éppen a

megvalasztott konkrét ,.a” szam.



Tehdt a oo —oo érték minden valos szammal egyenld lehet! Most beldtjuk, hogy oo —oo = +oo vagy

o0 —o0 = —oo is lehetséges. Legyen most x, =n’ és y =n, ekkor limx, =1lim y, = oo. Tovibbi az
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1. mivelet alapjan lim(x, —y )=limx, —limy = co—oco, mdsfel6l lim(x,—y, )= lim(n* —n) =
n—oo n—oo n—oo n—soo n—oo
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=limn’ (1—— =oo. Tehat eziittal co—oco =400, Ha most Osszecseréljilk a két sorozatot, akkor
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o0 —00 = —o0 addik, tehdt oo —oco minden értéket felvehet az R = [—oo, +o0] halmazbdl.
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(2) A 0-oo értékének a tisztdzdsa végett vegyiik példaul a kovetkezd két sorozatot: x =— és
n
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y, =n, ahol ,a” egy tetszéleges valés szdm! Konnyen ldthatd, hogy limx, =0,és limy =oo.
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A 2. mivelet alapjan lim(x, -y, )=limx, -limy ¢ a=0-c0, vagyis 0-co=qa. Tehét, ha az
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X, =— sorozatban az ,,a” valos szamot konkrétan megvdlasszuk, y, =n pedig valtozatlan, akkor
n
ezekre a sorozatokra (-co=a éppen a megvalasztott konkrét ,a” szdm. Ezért tehdt a 0-oo érték
minden valds szdmmal egyenld lehet! Most belatjuk, hogy 0-oco=too is lehetséges. Legyen most
a e . . coe1n
x,=—¢é y = n*. Ugyancsak a 2. miivelet alapjan lim(x, -y )=limx -limy ==0-c0, masfel6l
n n—»oco n—»oo n—»oco

lim(x, -y )= lim(a-n)=zco. Tehdt 0-co minden értéket felvehet az R= [—00, +OO] halmazbdl.
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B)A —ésa 6 értékének a tisztazdsa végett vegyiik példaul a kovetkezo két sorozatot: x, =a-n és
(o o]

y, =n, ahol ,,a” egy tetszéleges valés szam! Konnyen lathat6, hogy limx =ztco,limy =oo. A 3.
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limx,
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mivelet alapjan lim—=—""*— & a=—vagyis —=a ami azt jelenti, hogy — minden valés
ey lim v, oo oo oo
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értéket felvehet. Beldtjuk, hogy akdr *oo értékeket is felveheti. Legyen ezittal x, =a- n*és y,=n.

limx,
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Ekkor egyfel6l lim 22 = - = i, mésfeldl lim 22 = lim(a-n)=*co, vagyis % = 400 Tehit
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had minden értéket felvehet az R = [—00,+00] halmazbdl. A 6 esetet teljesen hasonl6an targyalhatjuk,
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ha példdul a kovetkezd viélasztdsokat tesszik: x, =— ¢és y, =—, majd x,=— és y =—. A
n n n n

szdmolasok elvégzését ezuttal az érdeklddd Olvasora bizzuk.

4) A 17,0°,00° értékeinek a tisztdzdsa mdr visszavezethetd az elz8 esetekre, példaul legyenek

(xn) 1,(y ) | pozitiv tagd sorozatok dgy, hogy L =1Ilim(x,)" ahol limx, =1 és limy, =c. Ha
n> n/n> X300 n n n
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logaritmdljuk mind a két oldalt azt kapjuk, hogy 1g L =lim(y, -1gx, )= o0-0 és a (2) eset szerint



lattuk, hogy 0-co minden értéket felvehet az R= [—00,+00] halmazbdl. Ez azt jelenti, hogy lg L
minden értéket felvehet az R = [—00, +0<>] halmazbdl, ahonnan azonnal kapjuk, hogy L minden értéket
felvehet a [0, +<><>] halmazbdél. Ha most (xn )n21 ,(yn )n21 pozitiv tagid sorozatok ugy, hogy

L=lim(x,)” és limx, =0 valamint limy, =0, akkor lgL=lim(y,-1gx, )= 0-(—c0)=—0-c0,
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ami minden értéket felvesz az ﬁ = [—00,+OO] halmazbdl, tehat L minden értéket felvehet a [0, +OO]
halmazbél. Es végiil legyenek (x, ) o J(3) ., bozitiv tagi sorozatok tgy, hogy L= lim(x, )" és
= n= X—yo0

limx, =oo valamint limy =0.Ekkor Ig L =lim(y, -1gx, )= 0-co és ez minden értéket felvesz az
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R =[~oo,+o0] halmazbol. Ezért L minden értéket felvehet a [0,+o0] halmazbdl. Az elbbickben
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észrevehettiik, hogy 17,0°,0" mindegyike csak a [0, +OO] halmazbdl vehet fel minden értéket, €s

nem az R = [—00,+0<>] halmazbdl. Ez értheto is, hiszen az (xn )n>1 ,( yn) sorozatok muszdj pozitiv

nl1
tagiak legyenek (gondoljunk csak arra, hogy példdul nem lehet negativ szdmot a valés szdmok
halmazan példdul Y2-ik hatvanyra sem emelni).

Tehét sorra belattuk, hogy a 7 eset ,,hatdrozatlansdga” abban all, hogy az illeté konkrét feladat
fliggvényében, ami utdn feloldottuk a hatarozatlan esetet és kiszamitottuk az illetd hatdrértéket,

barmilyen értéket kaphatunk az R = [—eo,+o0] illetve a [0, +o0] halmazokbl.



