Az érettségi vizsgara elokésziild tanuldk figyelmébe!

EGYENLETEK ES EGYENLETRENDSZEREK
MEGOLDASA A Z, HALMAZON
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a, x+b y=c,

3. Az . egyenletrendszer megolddsa a Z, halmazon (1. rész)
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a,x+b,y=c,

Ebben és a kovetkezd két részben az elsofoku kétismeretlenes egyenletnek a Z,
halmazon torténd megoldasaval foglalkozunk. Ez a latszatra egyszerlinek tiind témakor a Z,
halmazon sokkal t5bb viltozatossagot és meglepetést tartogat, mint az R halmazon. Eppen ezért
tanulsdgosnak és sziikségesnek latjuk parhuzamba éllitani az R illetve Z, halmazokon valé
megoldasi eljardsokat és mddszereket, majd részletezni az Gjonnan ad6dé sajitossdgokat.

1. Az els6foki kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasi modszerei az R halmazon

A tanulék madr a kisebb osztidlyokban (akar részben dalcazottan) megismerkednek az ilyen
egyenleteken alapul6 feladatokkal és az egyenletrendszerek megoldasi modszereivel, majd ezt
kovetden a liceumi osztidlyokban tovabb boviilnek az idevagé ismereteik.

Nézziik hat 4t a megoldasi mddszerek fontosabb mozzanatait:

a) A helyettesitési modszer. A modszer 1ényege az, hogy valamelyik egyenletbdl kifejezziik
valamelyik ismeretlent (célszerti a legkonnyebben kifejezhetd ismeretlent kifejezni, vagyis azt
amelyiknek az egyiitthatéja 1 vagy -1, vagy nem nagy szdm, stb.). Amikor az egyiitthaték
egyike sem 1 vagy -1, ekkor a , kifejezési miivelet” abbdl &ll, hogy a masik ismeretlent
tartalmaz6 tagot dtvissziik az ellentétes oldalra és végigosztjiuk az egyenletet a kifejezendd
ismeretlen egyiitthat6javal. A kifejezett ismeretlent behelyettesitve a masik egyenletbe, egy 1
ismeretlenes els6foku egyenletet kapunk, amit megoldunk, és a kapott megoldast visszairjuk
oda, ahol kifejeztiik a el6z6 ismeretlent, innen kapjuk meg a méasodik ismeretlen értékét.

b) A Kkikiiszobolés modszer. A moédszer 1ényege az, hogy Ugy szorozzuk be egyik, vagy akar
mindkét egyenlet mindkét oldaldt ugyanazzal a nullatél kiilonbozé szammal, hogy a két
egyenlet megfeleld oldalait kivonva egymdsbol, az egyik ismeretlen egyiitthatdja O legyen, igy
meghatdrozhaté a masik ismeretlen. Ugyanezt megismételjiik igy, hogy a masik ismeretlent
kiiszoboljiik ki.

¢) A Kkikiiszobolés és a helyettesités kombinalt moédszere. A kikiiszobolés maddszerével
kikiiszoboljiikk a konnyebben kikiiszobolhetd ismeretlent, igy megkapjuk az egyik ismeretlen
értékét, amit visszahelyettesitiink valamelyik egyenletbe és megoldva a kapott egyismeretlenes
egyenletet, megkapjuk a mdésik ismeretlen értékét is (abba az egyenletbe tandcsos
visszahelyettesiteni, ahonnan az illetd ismeretlen kifejezése egyszeriibb).

d) Kiilonféle mas eljarasok. Ezek nagyon vdltozatosak lehetnek, a végsé céljuk az, hogy a 2
egyenletbdl egy olyan harmadik egyenletet szdrmaztassunk, amibdl konnyebben kifejezheto
valamelyik ismeretlen. Példdul a 2x+3y=1, 3x+2y=4 egyenlet esetén ha Osszeadjuk az
egyenletek megfeleld oldalain levé kifejezéseket, és végigosztunk 5-tel, akkor az x+y=1
egyenletet kapjuk, ahonnan barmelyik ismeretlen konnyebben kifejezheté. De ha az Gsszeadds
helyett a mdsodik egyenletbdl kivonjuk az elsé egyenlet megfeleld oldalait, akkor x-y=3
addédik, és innen is konnyebben fejezheté ki barmelyik ismeretlen. Az igy szdrmaztatott
egyenlet az eredeti egyenletek barmelyikével tarsitva gyorsabban megoldhaté az eredeti
egyenletrendszer.

e) A determiniansok mddszere. Ezt az algoritmikus jellegli mddszert a tanulok a XI.
osztilyban tanuljak, és a 1ényege az, hogy a szdmoldsok csak az egyiitthatdkkal torténnek, igy
nem sziikségesek az elObbiekben leirt kifejezési és behelyettesitési miveletek. A moddszert a
tovabbiakban részletesen ismertetjiik, és ugyanakkor eldre kihangsulyozzuk, hogy ez a mddszer
(és ennek keretén beliil az i.n. Cramer-szabaly) éppen a kikiiszobolés mddszerén alapszik.



Az el6z0 rovid bemutatast legaldbb a kovetkezd két okbdl lattuk sziikségesnek:
1) A Z, halmazon torténd megolddsi modszereket megprébéljuk az eldz6 moédszerekhez
igazitani és megvizsgaljuk, hogy ezek mikor alkalmazhaték Z, halmazon is, ugyanis az
R-en val6 alkalmazasukkal ellentétben, a Z,—n nem mindig alkalmazhaték eredményesen!
2) Az el6z0 leirdsban szerepld néhany dilt betlis sz6, mint példaul: kifejezziik, dtvissziik,
beszorozzuk, mindkét oldalt végigosztjuk, kikiiszoboljiik stb. teljesen masképpen kell érteniink
és targyalnunk a Z, halmazon, mint az R-en. Hamarosan meglatjuk, hogy miért, és ekkor
jobban atlathatd, hogy a targyalt témakor joval komplexebb mint ahogyan elsé latasra tlinhet.

Mindezek jobb megértése és elmélyitése végett, sziikségiink van Z, halmazon
alaposabban dttanulmdnyozni az egyenlOségek végigosztdsdnak (egyszerisitésének) é&s
beszorzdsdnak a részleteit. Ezéltal pedig fényt deritiink arra, hogy az egyenletek megolddsa
soran mikor veszithetiink el gyokoket, illetve mikor adodnak idegen gyokok, €s ilyen esetekben
mit kell tenniink.
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Tekintsiik a Z;5 halmazon a 2A0 = SAO igaz egyenldséget, és figyeljiikk meg a kovetkezoket:

1) A 2AO=8A()(:)§-21=2A0-2Lés ha az egyenldség mindkét oldalat végigosztjuk a a—pal, akkor az
§= 2AO egyenldséget kapjuk, ami a Z;s-ben valéban igaz allitas.

2) A 2AO :8A0 & 21% = 1A6§ és ha az egyenldség mindkét oldalat végigosztjuk az g—pal, akkor a

4 =16 egyenldséget kapjuk, ami a Z;s-ben egy hamis allitas.
Es most végezziik el a forditott irdnyd muveletet is, vagyis:

3) Az 5=20nyilvdnvaléan igaz 4llitds a Z;s-ben. Ha most az egyenldség mindkét oldalat
megszorozzuk 4 -pal, akkor a 20 =80 allitast kapjuk, ami Z;s-ben nyilvanval6an igaz allitas.
4) A 4=16 egyenloség a Zis-ben nyilvanvaléan hamis 4llitas, ellenben ha az egyenlOség

mindkét oldaldt megszorozzuk 5-pal, akkor a 20=80 Adllitdst kapjuk, ami Z,;s-ben
nyilvanvaldan igaz allitas, ellenben ez ellentmond azon logikai alaptérvénynek, miszerint hamis
allitasbol helyes logikai kovetkeztetésekkel nem kaphatunk igaz éllitast.

Nos, vajon miért tortént mindez igy, és mi ennek az oka?
Emlékezziink csak vissza, hogy az 1. részben irtunk a zérusosztokrdl! Nos, éppen ebben rejlik a

dolgok 1ényege. Az 1) és 3) esetben (4, 15)=1 ezért az 1. részben leirt eredmények alapjan 4
nem z€rusoszto a Zis-ben. Ellenben, a 2) és 4) esetben (5, 15)= 5, vagyis 5 éppen z€rusoszto a

Z,s-ben (tehat igaz pl., hogy 5-3=0anélkiil, hogy 5 vagy 3 valamelyike is O lenne a Z;s-ben).
Tehat maris korvonalazddik az a fontos megdllapitds miszerint: a Z,-ben csak akkor oszthatjuk
végig illetve szorozhatjuk  be egy egyenlOség mindkét oldalat egy

A

ace 7Z, , 0-t6l kiulonb6z6 szammal, ha a nem zérusosztd a Z,-ben. Ezen fontos
megallapitdsunkat a kovetkez0 tételben részletesebben pontositjuk:
4. tétel. Legyen a, be N és k, m, ne N".
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a) AZ,-benha a-k=b-k, akkor a :lA) igaz a Z, -ben, ahol r =

(k,n)
b) A Zy-ben ha a-k =b-k és (k, n)= 1, akkor a=b igaz a Zy-ben

AN A AN A

¢) A Z,-ben ha 21=l; , akkor a-k =b-k isigaz a Z,-ben

d)Ha am=b-migaza Z

m-n

-ben, akkor a=>b igaz a Z -ben
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e)Ha a=b igaza Z -ben, akkor a-m=b-m isigaza Z  -ben

m-n
AN A AN AN

Bizonyitads: a) Legyen d= (k, n), igy k=d'k; és n=d'n; ahol (k;, nj)=1. Az a-k =b-k egyenldség

alapjén a’k= b-k+ pn vagyis nl|(akbk) & dn; |k( ab) & dn; | dk-( ab) ezért

n |k1-( a-b), és mivel (k;, n))=1, igy n |( a-b) vagyis a=b igaz a Z -ben, ahol
n

(k,n)’

d=(k,n), n=dn; és n,=r=

n

b) Azonnal kovetkezik az a)-bdl, hiszen ekkor a (k, n)=1 alapjan n, =r = (k.n) =n
N

¢) Az a=begyenldség alapjan n|(a—b) = n|k'(a—b) = n|(a'k—b'k) vagyis az a-k=b-k
egyenlOség is igaz a Z,-ben.

d) Az a-m=b-m egyenlOség igaz a Z  -ben, ezért am=b-m+qmn, ahonnan a= b+ g-n tehit
az a=b egyenlOségigaz a Z -ben.
e) Az a=b egyenlOség igaz a Z -ben, ezért a= b+ qn igy am=b-m+qmn, tehit az a=b
egyenlOségigaza Z  -ben.

Természetesen, még sok mads tulajdonsdg megfogalmazhaté és bizonyithat, de a
tovabbiakban csupian ezekre van sziikségiink. Az els6fokid egyismeretlenes egyenletek
megoldasdra vonatkozdan figyeljiikk meg a kovetkezoket:

A 2-x=4egyenletnek a Z -ban 2 megolddsa van, éspedig x=2 és x= 4. Ellenben, ha
az egyenlet mindkét oldalat végigosztjuk 2 -pal, akkor az x= 2 egyenletnek sem a Z -ban sem

a Z = Z,-ban nincs 2 megolddsa, egyetlen megoldds az x=1. Ellenben a 2-x=4 egyenletnek a
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Z,-ben x= 2 az egyetlen megoldasa , és a 2 -pal végigosztott egyenletnek is x= 2 a Z,-ben

megmarad egyetlen megolddsnak. Mindezekre magyardzatot a kovetkezo tételek adnak:
5. tétel. Legyen k, a, b € N, A= kaz 0, B= k b és (A, n)= 1. Akkor mint az

A A

Ql'x:]?? egyenletnek, mint a Ig—pal végigosztott a-x=b ,egyszerlsitett” egyenletnek egy- egy
megolddsa van a Z -ben.

Bizonyitds: El6szor is lassuk be, hogy ha (A, n)=1 < (k-a, n)= 1, akkor (a, n)= 1 is igaz.
Valdban, ha feltételeznénk az ellenkez6jét vagyis, hogy (a, n)=d # 1, akkor a=d-a, és n=d-n,
ahol (a,,n) =1, tehat 1=(k-a, n)=(k'd-q,, d'n;) = d- (k'q,, n,) ellentmonddshoz jutunk, hiszen
d#1. fgy hat az 1. részben bizonyitott 1. tétel alapjan, mivel 1= (A, n)= (a, n) osztja a szabad
tagot, ezért mind a két egyenletnek pontosan 1-1 megolddsa van a Z -ben.

Ezzel belattuk, hogy ha a Z -ben egy p-x=g egyenlet mindkét oldaldt beszorozzuk,

vagy ha elosztjuk ugyanazzal a k -pal amelyre (k, n)=1, akkor nem hozunk be idegen gyokoket,
sem gyokoket nem veszitiink el.
6. tétel. Legyen k, a, b €N, A= k-a #0, B= k- b és (A, n)= k#1. Ekkor az
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A-x=Begyenletnek a Z -ben pontosan k megolddsa van, és a k-pal végigosztott a-x=>b

»egyszerlsitett” egyenletnek pedig pontosan egy megolddsa van a Z -ban.
k



Bizonyitds: Ugyancsak az 1. részben bizonyitott 1.tétel alapjan az A-x =B egyenletnek
d= (A, n) szdmu megoldédsa van Z -ben és ezittal (A, n)= k# 1 adott. Tovdbba az A= k-a #0

feltétel alapjan k In is igaz, ezért %e N', és igy k= (A, n)= (k- a, k- %)=k' (a, %) vagyis

(a, %) =1. Tehdt az a-x=b egyenletnek az 1. rész 2. tétele szerint a Z -ban valéban egy
k
megoldédsa van. A k= 1 esetben visszakapjuk az 5. tételt.
Az els6foku kétismeretlenes egyenletek esetén, a 2. részben bizonyitott 2. és 3.tétel
figyeljiik meg a kovetkezoket:

A 4x+4y=2egyenletnek a Z.-ben a (4, 4, 5)= 1 alapjdn 1-5= 5 megolddsa van, a

2 -pal ,,végigosztott” 2x+2y =1 egyenletnek a Z,-ben a (2, 2, 5)=1 alapjdn ugyancsak 1-5=5

megoldasa van. Ugyancsak a 4x+4y=2egyenletnek a Z,-ban a (4, 4, 6)= 2 alapjdn 2-6= 12

megolddsa van tovabba a a—pal ,végigosztott” §x+ 2y= i egyenletnek a (2, 2, 6)=2 | 1 hamis
allitds alapjdn nincs megolddsa a Z -ban, ellenben a (2, 2, 1)=1 |1 igaz allitas alapjan 1-3=3
megolddsa van a Z,-ban. Mindezekre magyarézatot a kovetkezd tételek adnak:

7. tétel. Legyen k, a, b eN’ , A= k-a, B= k'b, C=k-c és (A, B, n)= 1. Akkor mint az
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;lx+ IA3 y= 6‘ egyenletnek, mint a l?—pal végigosztott a-x+b-y=c ,egyszeriisitett” egyenletek
mindegyikének n szdmu megolddsa van a Z -ben.

Bizonyitas: Eloszor is lassuk be, hogy ha (A, B, n)=1 < (k-a, k'b, n)=1, akkor (a, b, n)=1 is
igaz. Valdban, ha feltételeznénk az ellenkez6jét vagyis, hogy (a, b, n)=d # 1, akkor az a=d-q,,
b= d:b,és n=d-n, ahol (a,,b,n)=1 Osszefiiggések alapjan felirhatd, hogy 1=(k- a, k- b, n)=
=(k'd-a,, k-d-b, d'n) =d- (k-a,, kb, n,) ami ellentmondas, hiszen d # 1. Igy hat a 2. részben
bizonyitott 2. és 3.tétel alapjan, mivel 1= (A, B, n)= (a, b, n) osztja a szabad tagot, ezért mind a
két egyenletnek n szamu megoldédsa van a Z -ben.

A

Ezzel beldttuk, hogy ha a Z -ben egy p-x+q y=r egyenlet mindkét oldalat

beszorozzuk, vagy ha elosztjuk ugyanazzal a k-pal amelyre (k, n)=1, akkor nem hozunk be
idegen gyokoket, sem gyokoket nem veszitiink el.
8. tétel. Legyen k, a, b eN™ , A= k-a, B= k'b, C=k-c és (A, B, n)= k# 1. Ekkor az

A A A

Ax+By=C egyenletnek a Z -ben pontosan k-n megolddsa van és a k-pal végigosztott

A A A

PP . n .
a-x+b-y=c ,egyszerlsitett” egyenletnek pedig pontosan T megolddsa van a Z  -ban.
k

A A

Bizonyitds: Ugyancsak a 2. részben bizonyitott 2. és 3.tétel alapjan az Ax+By=C
egyenletnek a Z -ben (A, B, n)= k szdmui megoldadsa van. Ugyanakkor a tétel feltételei mellett

k| n igaz llités, fey %e N*, igy a k= (A, B, n)= (k- a, k- b, k- %):k (a, b, %) alapjdn

(a, b, %)=1, és ugyancsak a 2. és 3.tétel alapjan az a-x+b- y =c egyenletnek (a, b, %)' %=%
szamu megolddsa van a Z, -ban. A k=1 esetben visszakapjuk a 7. tételt.
k



Belathat6, hogy amennyiben a 6. tételben az (A, n)=k illetve az ennek megfeleld analog
8. tételben az (A, B, n)= k feltételeket az (A, n)=d #Kk, illetve (A, B, n)= d #k kikotésekre
cserélnénk ki, ugy joval komplexebb helyzettel taldlndnk szembe magunkat, ellenben fdleg a
terjedelmi okok miatt ezektdl eltekintiink, és az ilyen irdnyd tovadbbi tanulmanyozdsokat az
érdeklddo Olvasodkra bizzuk.

Befejezésiil kihangstlyozzuk, hogy erre a hosszas kitérére a kovetkezOk miatt volt sziikség:

P . . . a x+b y=c .
barmilyen modszerrel is oldjuk meg a Z, halmazon az | . _ alaku egyenletrendszert,

a,x+b,y=c,
mindenképpen eljutunk (még a determindnsokkal is) a p-x=q illetve r-y=s alakd

egyenletekhez ellenben amig ezekhez eljutunk, azeldtt az adott két a-x+b-y=c alakd

egyenletekkel olyan algebrai miiveleteket kell végezniink, amelyek sordn megolddsokat
veszithetiink el, illetve idegen megolddsokat kaphatunk tovdbbd a megolddsok szdma is
megvaltozhat.

A kovetkezd részekben feladatokkal szemléltetve a helyettesitési modszer
alkalmazhatésagat, elonyeit, hatranyait, lehetOségeit és hatékonysdgat vizsgéljuk és sziikség
esetén a kiilonféle eljarasokon alapulé megolddsi mddszereket is ,bevetiink”. Es miutin
meggy0zodtiink arrdl, hogy melyek a modszer nehézségei és korlatai, azutan a kikiiszobolés
modszeréhez, majd az erre alapuld determindnsok moddszeréhez folyamodunk amivel az
egyenletrendszerek atfogdbb, attekinthetobb és rendszerezett megolddsi modszerét mutatjuk be.



