Az érettségi vizsgara elokésziild tanuldk figyelmébe!

EGYENLETEK ES EGYENLETRENDSZEREK
MEGOLDASA A Z, HALMAZON

A A A
a,x+b y=c,

4. Az  egyenletrendszer megolddsaa Z, halmazon (2. rész)

A

a,x+b,y=c,

Ebben a részben az elsofoku kétismeretlenes egyenletrendszernek a Z halmazon

torténdé megolddsi modszerei koziil amikor lehet, leghamarabb a helyettesitési modszerrel
probalkozunk. Ugyszintén amikor lehet, a kikiiszobolés médszerét is alkalmazhatjuk de latni
fogjuk, hogy mindkét mddszernek elonyei és hatranyai is lehetnek, nem beszélve arrél, hogy
esetenként egyik vagy masik mddszer nem is alkalmazhatd, ilyenkor még mads eljarasokat is
beiktatunk. Mint ebben, mint a kdvetkezd részben az egyenletrendszerek megolddsa soran 2
dolgot figyeliink meg: az egyenletrendszer megoldhatésdgat valamint a megolddsok szamat. Es
mindezeket sok példa segitségével végezziik el.

A) A helyettesités modszerének clsé 1épése az, hogy valamelyik egyenletbdl kifejezziik
valamelyik ismeretlent. Ellenben ezt csak akkor tudjuk megvalésitani, ha az éppen kifejezendd
ismeretlen egyiitthat6ja invertdlhaté a Z halmazon, ami csak akkor lehetséges, ha ez az
egyiitthat6 relativ prim az n-el. Az inverz elemmel valé beszorzds utdn 3. részben is vazolt
szdmolasi eljarasokat kovetjiikk, és ax=billetve cy=d egyenletek megolddsival taldljuk
szembe magunk.

B) A kikiiszobolés médszere ott kezdddik, hogy pl. az x kikiiszobolése céljabdl az 1. egyenletet

p-vel, a masodikat g-val szorozzuk be (p, g € Z,), tigy, hogy a, p+a,q=0& a, p=(n—a,)q

legyen, ahonnan pl. p=(n—a,) és g =a, megfelel. Igy a két beszorzott egyenletet osszeadva
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egy cy=d alaku egyenletet kapunk. Ha ennek van megolddsa, akkor hasonlé médon az y

kikiiszobolése (vagy az eldz6 y visszahelyettesitése) utdn egy ax=> egyenlet megolddsihoz
jutunk, és a tovabbiakban minél optimalisabb folytatasi lehetdségeket keresiink
C) A Kkifejezési modszer beszorzas utan ugyaniugy kezdddik mint az el6z6 mddszer, ellenben

a p, q €Z, Cértékekkel valo beszorzds utdn nem a 0 kialakitdsdra toreksziink, hanem 1

A

egyiitthaté kialakitdsdra (igy az illetd ismeretlen kifejezhetd), vagyis ap+bg=1 alaka

egyenletet kell megoldanunk, ami csak az (a, b, n)= 1 esetben eredményez megoldast. Mindezt
konkrét gyakorlatok alapjan jobban megérthetjiik.
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D) A zérusosztéval valé beszorzas akkor alkalmazhatd, ha az a,, a,, b, b, egyiitthatok

valamelyike, vagy egyike sem invertdlhat6. Ilyen esetben ugy szorzunk be egy keZ,
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zérusosztoval, hogy k-a,, k-a,, k-b,, k-b, valamelyike (de ne mindegyike!) O legyen, igy

ezéltal a kikiiszobolés moédszerénél hamarabb egy ax=»> illetve cy=d alakd egyenlet
megolddsahoz jutunk.
E) A Z, valamelyik invertalhat6 elemével valo beszorzast foleg azért alkalmazzuk, hogy a

masik egyenlettel olyan linedris kombindciot allitsunk elé amikor az el6z6 moddszerek
valamelyike sikeresen alkalmazhat6.



Eldre kihangsilyozzuk, hogy az egyenletrendszer megolddsa az ax=>b, cy=d vagy

a x+by=c alaki egyenletek megolddsara vezetddik vissza, és ezekrdl részletesen az 1.
illetve 2. részben irtunk (MatLap 2/2009 illetve MatLap 3/2009).
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1.Az a, a,, b, b, egyiitthatok mindegyike invertalhaté a Z halmazon
A lényeg jobb attekinthetdsége kedvéért az eszmefuttatdsunkat feladatokkal szemléltetjiik.
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1. példa: Oldjuk meg Z,-bena 2x+3y=4 és 4x+2y=>5 egyenletrendszert.

Megoldéasok: Elso modszer nyilvdnvaléan a helyettesitési mddszer, hiszen mind a négy
egyiitthatd invertdlhatd, ezért barmelyik egyenletb6l barmelyik ismeretlen kifejezheto.

A

Szorozzuk be az 1. egyenletet pl. 2 = 4 -pal. Mivel (4, 7)= 1, biztosan nem hozunk be idegen

gyokot (részletesebben ldsd az eldzd, 3. részben, MatLap 4/2009). Ekkor x+5y=2 vagyis
x=2y+2 adddik, amit a 2. egyenletbe helyettesitve, a 3y =4 egyenlet adédik, és mivel
(3, 7)= 1 ezért ennek az egyenletnek egyetlen megolddsa van a Z,-ben, ez y= 6, amire

x=26+2= 0. Tehdt a feladatnak egyetlen megolddsa van a Z,-ben, és ez éppen a

(0,6) szampar. Mdsodik modszer: a kikiiszobolés médszerét probaljuk alkalmazni, ezért az y
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kikiiszobolése céljabdl a 2. egyenletet 2 -pal szorozva, €s az 1. egyenlettel 6sszeadva a 3x=0

egyenletet kapjuk és mivel (3, 7)= 1, ezért gyokvesztés nélkiil 3 -pal egyszertisitve x= 0 adodik.

Most az x kikiiszobolése céljabol a 2 p+4qg =0« 2 p =3q elérése lenne célszerll, igya p=3
és g =2 valasztis célravezetd. Ez egyenletek p-vel illetve g-val val6 beszorzdsa és Osszegezése
utin a 6 y=1 egyenlet adddik, és a (6, 7)= 1 alapjan egy megoldas van , y= 6 éppen megfelel.
Harmadik modszer: példéaul a kikiiszobolés modszerévek az y kikiiszobolése az eldbbiek szerint

az x= 0 megoldashoz vezet, és ezt behelyettesitve az egyenletrendszer két egyenletébe, 3y =4
és 2 y=>5adddik, és mivel (3, 7)= (2, 7)= 1, ezért mindkét egyenletnek 1-1 megolddsa van és

konnyen beldthaté hogy y= 6 megfelel. (Ha ezt a kombindlt mdédszert akarjuk alkalmazni,
természetesen célszerlibb a konnyebben kikiiszobolhetd ismeretlent kiiszobolésével kezdeni.)
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2.1. példa: Oldjuk meg Z,;-bena 3x+2y=4 és 2x+3y=1 egyenletrendszert.
Megoldds: Az elobbi megoldasi mddszerekhez viszonyitva beldthatd, hogy ezittal is a
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helyettesitési mddszer a legalkalmasabb. Az 1. egyenletet 2 = 13-pal szorozva 14x+y=2
vagyis y=11x+2, amit a 2. egyenletbe helyettesitve a 10 x = 20 egyenlethez jutunk, amibdl a

(2, 25)= 1 miatt gyokvesztés nélkiil 2 -pal egyszerlsitve az 5x =10 konnyebben megoldhat6

egyenlet adédik. Mivel (5, 25)= 5, ezért a megolddsok x= 2+ (2552,5") = Sm+ 2 alakuak, ahol

me{0, 1, 2, 3, 4). Tehdt xe{2, 7, 12, 17, 22} és fgy az y=11x+2 alapjdn a
megoldashalmaz M= {(2;24), (7;4), (12;9), (17;14), (22;19)}.



Konnyen beldthatd, hogy amennyiben a kikiiszobolés modszerével probdlkoztunk volna, ugy a

sorra megoldand6 ax=b és cy=d egyenletek mindegyikének 5-5 megolddsa van (hiszen az

elobb kaptuk az 5 megoldédspart), és az 5x5 megoldasparbol az 5 tényleges megoldaspar
kivalasztasa hosszadalmas, ezért ebben az esetben a kikiiszobolés modszere is hosszadalmas.
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2.2. példa: Oldjuk meg Z,;-bena 3x+2y=4 és 2x+3y=2 egyenletrendszert.
Megoldds: Az elébb is alkalmazott helyettesités mddszer alapjan eljutunk az y=11x+2

egyenlethez, amit a 2. egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy 10x =21. Mivel (10, 25)= 5 |21
hamis, ezért az egyenletrendszernek nincs megoldasa. Ha a kikiiszobolés modszerével akarjuk
megoldani, akkor az x kikiiszobolése végett az 1. egyenletet p-vel, a masodikat g-val szorozzuk

be ugy, hogy §p+§q=6(:) §p=2A3q legyen, ahol pl. p=2A3 és ng megfelel, igy a

beszorzasok nyoman a 19x+21y=17 és 6x+9y=6 egyenletek addédnak, amelyek

0sszegezésébdl 5x =4 aminek nincs megoldasa, hiszen (5, 25)=5 | 4 hamis. Az egyiitthatokban
levd szimmetria miatt az y kikiiszobolése is pontosan ugyanezeket a szdmolasokat igényli.
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3. példa: Oldjuk meg Z,-bena 3x+2y=4 és 2x+3y=2 egyenletrendszert.
Megoldds: Az 1. egyenletet 3 = 2-pal szorozva x+4y =3 vagyis x=y+3, adédik, ami a 2.

egyenlet alapjan a 1= 2 ellentmondédshoz vezet, vagyis az egyenletnek nincs megolddsa a
Z, -ben. Mdsodik megolddsi modszer gyanant konnyen észrevehetd, hogy ha 0sszeadjuk a két

egyenlet megfeleld oldalait, akkor a 0 = 1ellentmondast kapjuk.

4. példa: Oldjuk meg Z, -ben a §x+ 2y=46és 2x+3y= 1 egyenletrendszert.

Megoldds: Ha ezuttal is 0sszegeznénk a két egyenlet megfeleld oldalait, akkor a 0= 0 igaz
allitdshoz jutunk, ami elgondolkoztathat, hogy vajon ez azt jelenti-e, hogy az (x, y) € Z, x Z;

mind a 25 szdmpdra megoldds lenne? A vdlaszt konnyen megkapjuk, ha a helyettesitési

médszerrel, az 1. egyenletet ezittal is 3 = 2-pal szorozzuk, ahonnan x+4y=3 vagyis

x=y+3 adédik. Amennyiben ezt behelyettesitenénk a 2. egyenletbe, a semmitmondd
0= 0allitdst kapnank. Tehdt, az egyenletrendszernek valéban minden y € Z, megoldésa lesz,
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tehat y €{0, 1, 2, 3, 4} ellenben az ezeknek megfeleld6 x megolddsokat az x=y+3

Osszefiiggés szarmaztatja, igy a megoldashalmaz M ={(0;2), (1;3),(2;4),(3;0), (4;4)}.

A kovetkezd részben majd beldtjuk, hogy az el6z6 négy példa, egymastdl 1ényegesen
kiilonbozd 4 esethez tartozik, ellenben a helyettesitési mddszer nem adhat informdciét ezen 4
tipus mibenlétérdl, sem a megolddsok szamardl, de az adott feltételek mellett ezzel a
modszerrel az egyenletrendszerek konnytiszerrel megoldhatok.
2.Az a,, a,, b, b, egyiitthaték nem mindegyike invertalhat6é a Z halmazon
Nyilvanval6an ezt tigy kell érteniink, hogy az egyiitthaték kozott van legalabb egy invertdlhato.
Ugyancsak parhuzamba éallitott feladatokon keresztiil szemléltetjiik és figyeljiik meg, hogy ez a
helyzet miben valtoztatja az el0bbi eszmefejtésiinket. Természetesen, tovabbra is megmarad a
helyettesitési moddszerrel valé biztos megoldhatdsagi lehetdség, hiszen legaldbb egyik



egyenletbdl, kifejezhetd legalabb egyik ismeretlen. Ellenben érdemes lenne tudni, hogy milyen
mads lehetdségek maradnak, vagy adédnak! Folyamatosan erre is véalaszt kapunk!
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5. példa: Oldjuk meg Z,-bana 3x+2y=4 és 2x+3y=1 egyenletrendszert.

Megoldds: A Zg-ban csak a 3 invertdlhat6, igy az 1. egyenletet 3 = 3-pal szorozva, az

x+6y=4< x=2y+4 addédik, amit a 2. egyenletbe helyettesitve a 7y =1 egyenletet kapjuk,
és mivel (7, 8)= 1 ezért az egyenletnek csak egyetlen megolddsa van, konnyen beldthatd, hogy

y =7 megoldés. Erre kapjuk, hogy x=2, vagyis ebben az esetben is éppen egy megolddsunk
van. Vegyiik észre, hogy a 3 kivételével a tobbi egyiitthaté mind zérusoszté a Z, -ban, ezért

mindegyikéhez taldlhaté olyan szdm a Z; -ban, amellyel szorozva 0 -pot kapunk. Erre alapozva
egy mdsodik megolddsi modszer addédik, ha példaul az 1. egyenletet beszorozzuk
4 -pal (figyelem, a (4, 8)= 4 miatt idegen gyokoket is kaphatunk), akkor 4 x =0 adédik amit

gyokveszteség miatt nem egyszerlisithetjik 4-pal! A (4, 8)= 4 alapjdn az egyenletnek 4

8- m

megolddsa van, ezek x= = 2?11, ahol me {0, 1, 2, 3}, vagyis x 6{6, ﬁ, 21, 8}. Az y

meghatdrozasa céljabol maris két lehetdségiink adodik. Az egyik az, hogy ezeket az értékeket
rendre visszahelyettesitjik a két egyenletbe. Azonnal beldthatd, hogy ilymddon elég

hosszadalmas megoldani az addédott a y=»b alakd egyenleteket, amelyek szdma esetiinkben

éppen 8. A madsik lehetdség az, hogy amennyiben lehet, az egyenletek valamelyikét (akdrcsak a
megoldas kezdetén) ugy szorozzuk be valamelyik zérusosztéval, hogy ezittal x egyiitthat6ja

legyen nulla (de az y egyiitthatdja ne legyen nulla). A 2. egyenletet ugyancsak 4 -pal szorozva

4y=4 adddik, és a (4, 8)= 4 alapjan ennek az egyenletnek is négy megoldasa van, éspedig

8-m

(4,8)
mint az, hogy a képezhetd 4x4=16 szdmparrél megallapitsuk, hogy melyek is a megolddsok.
Ezt leghamarabb az egyenletrendszer egyenleteibe vald visszahelyettesitéssel végezhetjiik el, és
mindenképpen jarhatobb utnak tlinik, mint az el6bbi probdlkozds. Ellenben nagyszdmu y
megoldds esetén ez sem rovid eljards, de példdul egyszeri szamitégépes program
alkalmazdasédval gyorsan ellendrizhetdk, hogy melyek a tényleges megolddsok, és melyek jottek

y= 1+ = 2m+1, ahol me {0, 1, 2, 3}, vagyis y €{1, 3, 5, 7}. Nem marad mds hétra,

be idegen gyoknek. Esetiinkben az egyetlen (x, y) megoldas csak a (2,7 ) a tobbi idegen gyok.

6.1. példa: Oldjuk meg Z  -bena 3x+2y=4 és 2x+3y=1 egyenletrendszert.

Megoldds: Bzittal is a Z,,-ben is csak a 3 az invertdlhat6, igy az 1. egyenletet 3 = 7 -pal

szorozva x+21 y =§(:> X =8 y+§ adédik, amit a 2. egyenletbe helyettesitve a g y =§
egyenletet kapjuk, aminek (5, /0)= 5 megolddsa van y= 2mA+1 ahol me {0, 1, 2, 3, 5}.Az
x=6y+8 0sszefliggés alapjan a megolddshalmaz M= {(0;1), (2;9), (4;7), (6;3), (8;5)}.

Egy mdsodik modszerként, amennyiben 0sszeadjuk a két egyenletet az 5z =35 alakd egyenlet



adédik (z= x+ y) amelynek a megolddsai z= x+ y= 2m+1, és me{0, 1, 2, 3, 5}, igy az

x= 2m+1- y visszahelyettesithetd valamelyik eredeti egyenletbe ahonnan a mar felsorolt 5
megoldaspart kapjuk. Természetesen a B) — E) modszerek mindegyike tobbé vagy kevésbé
hosszabb szamolédsok utan szintén megolddshoz vezetnek.
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6.2. példa: Oldjuk meg Z ,-bena 3x+2y=4 és 2x+3y=2 egyenletrendszert.

Megoldds: A két egyenletet 0sszeadva az 5(x+y)=6< 5z=6 addédik (z= x+ y), és mivel
(5, 10)=5 | 6 hamis 4llitds, ezért az egyenletnek, és igy az egyenletrendszernek sincs megoldasa.
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Mdsodik médszer: a Z,,invertdlhat6 elemei 3, 7és 9, igy az 1. egyenletet 3 =7 -pal szorozva

x+4y=8< x=2y+8 amit a 2. egyenletbe helyettesitve 7y =06 adddik, és a (7, 10)= 1

alapjan egyetlen megoldds van, és y = 8 megfelel, amit az 1. egyenletbe visszairva 3x=38
adddik, és a (3, 10)=1 alapjan 1 megolddsa van, és x = 6 megfelel, de a (6,8) nem elégitik ki

az 2. egyenletet. Belathatd, hogy ha a 2 egyenlet mindegyikét az 5 zérusosztéval szoroznank

be, akkor az S5x=0¢&s 5y=0 egyenletekhez jutndnk, amelyeknek az (5, 10)= 5 alapjén 5-5
megoldasa van, és ezek leellendrzése eléggé hosszadalmas.
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7. példa: Oldjuk meg Z,-bana 2x+3y=2 és 4x+2y =06 egyenletrendszert.
Megoldds: Mivel a Z,-ban az invertdlhat6 elemek 3, 5és 7, ha az 1. egyenletet 3 = 3-pal

szorozzuk, 6x+y=6¢& y=2x+6 addodik, ami a 2. egyenlet alapjan a 0= 2

ellentmondéshoz vezet. Mdsodik modszer: a két egyenletet 0sszegezve 6 x+5y=0 &5y=2x
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adédik amit 5 =5-pal beszorozva y=2x , amit behelyettesitve az 2. egyenletbe
0= 6ellentmondds adodik (az 1. egyenletbe helyettesitve csak 0=0 azonossdg adddna).

Harmadik modszer: ha az egyenleteket rendre a 4 zérusosztoval szorozzuk a két egyenletbol
4y=0 é 0=0 adddik, és a (4, 8)= 4 alapjan négy y megoldas van, ezek ye {0,2,4,6}

amelyeket visszairva a két egyenletbe a kovetkezd egyenletparokat kapjuk: (2x=2 és 4x=06),
(2x=4 és 4x=2), (2x=6 és 4x=6), (2x=0 és 4x=2). A (4, 8)=4 és 4|6 illetve 4 |2
hamis allitasok alapjdn a 4x =6 illetve 4 x =2 egyenleteknek nincs megolddsuk a Z; -ban.

8. példa: Oldjuk meg Z,-bana 2x+3y=1 és 4x+2y =06 egyenletrendszert.

Megoldds: Mivel a Z,-ban az invertdlhaté elemek 3, 5és 7, ha az 1. egyenletet 3 = 3-pal
szorozzuk, 6 x+y=3¢& y=2x+3 adddik, ami a 2. egyenlet alapjan a 0= 0 addédik. Tehat
xe Zgésaz y=2x+6 alapjan M={(0;3), (1;5),(2:7),(3;1),(4;3),(5,5),(6,7),(7,1) }.

Mdsodik modszer: az 1. egyenletet 4 zérusosztoval szorozva a 4y=4egyenletet kapjuk,

amelynek a (4, 8)= 4 alapjan négy megolddsa van, ezek y= 2m+1, ahol me {1, 3, 5, 7}. Ha
visszahelyettesitjiilk az egyenletrendszerbe, onnan megkapjuk az x megoldasokat is, minden y



megoldas esetén éppen két x megoldast. Harmadik modszer gyanant vegyiik észre, hogy az
egyenletek barmelyikét az 5 vagy 7 invertdlhaté elemekkel beszorozva az 5-3= 7 illetve az
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7-3=5 alapjdn invertalhat6 egyiitthatokat kapunk, igy alkalmazhat6 a helyettesitési mddszer.
Megjegyzés: ha valamelyik egyenletben az x egyiitthatdja, a masik egyenletben pedig az y
egyiitthat6ja invertdlhatd, akkor a helyettesitési médszer a legalkalmasabb megoldadsi mddszer!
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3.Az q,, a,, b, b, egyiitthatok egyike sem invertalhaté a Z halmazon

Ebben az esetben ,,induldsbdol” nem alkalmazhatjuk a helyettesitési modszert, de a B) — E)
modszerek barmelyikével probdlkozhatunk (vigyéazat, mert esetenként a beszorzasokbol adédé
idegen gyokoket ki kell sziirniink!). Sok esetben ha a kikiiszobolés mddszerével probalkozunk,
akkor esetenként egy zérusosztéval valé beszorzast miatt idegen gyokok keriilhetnek be, vagy
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hosszas szdmoldsok addhatnak, na meg 0= 0semmitmondé (haszndlhatatlan) azonossagot is
kaphatunk.
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9. példa: Oldjuk meg Z -bana 3x+2y=4 é 2x+3y=1 egyenletrendszert.
Megoldds: A kikiiszobolés mddszerének (ezittal a D) médszer) alkalmazdsa céljabdl ha az 1.

egyenletet g—pal szorozzuk akkor gx = 6egyenlet adodik, ha pedig a—pal szoroznank, akkor a
21 y= 5 egyenlet adédik. Az elsonek (3,6)= 3, a masodiknak (2,6)= 2 megoldasa van, és ezek
X € {6, 5, 41 }, illetve y €{ 2, g }, €s a 6 szamparbdl csak a (5 ,g) megoldas, a tobbi idegen
megoldas. Mdsodik moédszer: Az els6 egyenletet az § invertdlhaté elemmel beszorozva a
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3x+4y=2egyenlet adédik, amit a 2. egyenlettel Osszeadva az 5x+ y=3adja, ahonnan
barmelyik ismeretlen kifejezhetd, az optimalisabb kifejezés az y = x+3 amit az 1. egyenletbe

visszahelyettesitve az 5-x= 4 egyenletet adja €s az (5, 6)= 1 alapjan egyetlen megolddsa van,
x= 2 éppen megfelel, és erre y= 5. Ez a megoldas esetiinkben révidebb mint az eldbbi.
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10.1. példa: Oldjuk meg Z,-bana 2x+3y=3 és 4x+2y=4 egyenletrendszert.

Megoldds: A két egyenletet 0sszeadva az 5-y = 1egyenlet adddik, az (5, 6)= 1 alapjdn egyetlen

megolddsa van, y= 5 megfelel, amit ha visszairunk a két egyenletbe 2x=0¢&s 4 x =0 adddik, és
ahonnan x=0 és x =3, ezért a megolddshalmaz M= {(0,5);(3,5)}. Mdsodik modszer: Az 1.
egyenletet az 5 invertdlhat6 elemmel, a masodikat a 2 zérusosztdval szorozva és 0sszegezve

y=5 adddik, amit visszahelyettesitve a két egyenletbe, az el6z0 megolddsokat kapjuk.

Harmadik médszer gyanant, ha a 2 vagy a 3 zérusosztokkal szorzunk, akkor ax=billetve

cy=d alaki egyenleteket kapunk, ezeket megoldva csak az el6z6 két szampar felel meg.
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10.2. példa: Oldjuk meg Z,-bana 9x+2y=3 és 3x+4y=2 egyenletrendszert.

Megoldds: A két egyenletet 6sszeadva a 6 -y = Segyenlet adédik aminek a (6, 12)=6 | 1 hamis
allitas alapjan nincs megoldésa. Mdsodik modszer: invertdlhat6 elemekkel szorzunk be. Ha az 1.

egyenletet 7 -pal szorozzuk és ezt kivonjuk a 2. egyenletbdl, akkor a 2 y =5 egyenlet kapjuk,



aminek a (2, 12)=2 | 5 hamis 4llitds alapjan nincs megolddsa. Ugyszintén ha a 2. egyenletet

5-pal szorozzuk €s az 1. egyenlettel Osszegezziik, akkor a 10 y =1 egyenlet ad6dik, aminek a
(10, 12)=2 | 7 hamis 4llitds alapjan szintén nincs megoldasa.

A A A A A

11. példa: Oldjuk meg Z -bana 2x+4y=2 és 4x+2y=2 egyenletrendszert.

Megoldds: A két egyenlet Osszegezése a 0=4 hamis A&llitdst adja, vagyis az
egyenletrendszernek nincs megoldasa. Ellenben a C) médszer nem alkalmazhaté sikerrel, mert

a2p+4qg=1illetve 4p+2g=1 egyenleteknek a (2, 4, 6)=2 | 1 hamis 4llitds alapjan nincs
megoldasuk. A 3 zérusosztéval vald beszorzds a 0 =0 semmitmond6 azonossdghoz vezet, igy
ez a probalkozds sem valik be. Ellenben ha akar az 1. egyenletet, akar a 2. egyenletet az 5

A

szimmetrizalhat6 elemmel szorozzuk a masik egyenlettel egyiitta 4 x+2y =10 és 4x+2y=2

A A A

A A A

alapjan a 10= 2 ellentmondést adja, a masodik esetben pedig a 2x+4y=10 és 2x+4y=2

alapjan ugyszintén a 10= 2 ellentmonddas adédik. Ha jol megfigyeljiik, akkor az ellentmondés
innen adodik: 2x+4y=5(4x+2y) vagy 4x+2y=5-(2x+4y)és 5:-2=4# 2.

12. példa: Oldjuk meg Z -bana 2x+4y=4 és 4x+2y=2 egyenletrendszert.

A A

Megoldds: A két egyenlet Osszegezése ezittal a semmitmondd 0=0 azonossighoz vezet.
Ugyszintén, az elébbi szamoldsok alapjan sem a C) médszer, sem a 3 zérusosztéval val6

beszorzds nem vezet eredményre. Ellenben az 5-pal vald beszorzds alapjan rijoviink, hogy
52x+4y—-4)=4x+2y-2 sOt mi tobb ,.forditva” is igaz, vagyis

S4x+2y-2)=2x+4y— 21 . Akarmelyik valtozatra is figyeliink az kovetkezik, hogy egyik

egyenlet a masik egyenletnek a 4 -pal val6 beszorzottja, ezért a megoldandé egyenletrendszer

pl. 2x+4y-2= 0 és 5:(2x+4y—-2)= 0é&s az (5, 6)= 1 alapjan gyokvesztés nélkiil

egyszerusithetiink 5 -pal. Ebbdl kifolydlag a megoldandé egyenletrendszer egyetlen egyenletbol

all, a 2x+4y-2= 0 2x+4y=4 egyenletbdl. A feladatot és a részletes megoldasat a 2.

részben megtalaljuk (MatLap 3/2009, 5. példa).

Az elobbiekben bemutatott, nagyszamu példak segitségével szemléltetett helyettesitési,
kikiiszobolési vagy éppen mads moddszerek nagyon kevés esetben engednek kovetkeztetni a
kezdetben felvetett 2 kérdésiink megvélaszoldsdra: az egyenletrendszer megoldhatdsagara
valamint a megolddsok szdmdra. De mindezek ellenére a megoldasi mdédszerek (az illetd
feltételek mellett) mindig eredményre vezettek, vagyis gyakorlati szempontbdl fontos az a tény,
hogy ezekkel a moédszerekkel megoldhatjuk a feladatokat (de el6fordulhat, hogy esetenként
hosszasabb szdmoldsokba kell bocsitkoznunk). Eppen ezért természetes az az elvards, hogy a
megoldasi eljarasok mellett, a feltett két kérdésre is valaszt kapjunk, na meg a attekinthetobb,
rovidebb modszerek utdn kutassunk, és ezdltal atfogébban, teljességében lathassuk a
kétismeretlenes egyenletrendszerek megoldasat. Erre a kovetkezd részben bemutatdsra keriild,
determindnsok segitségével torténd megoldds ad kielégitd vélaszt.



