Az érettségi vizsgara elokésziild tanuldk figyelmébe!

EGYENLETEK ES EGYENLETRENDSZEREK
MEGOLDASA A Z, HALMAZON

A A A
a, x+b y=c,

5.Az . egyenletrendszer megolddsa a Z, halmazon (3. rész)

a,x+b,y=c,
A hivatkozésok konnyitése céljabol a cimben szerepl6 egyenletrendszert jeloljiik (E)-vel.
Ebben a részben az (E) egyenletrendszer megolddsat a determindnsok moédszerével mutatjuk be.
A kovetkezOkben a kikiiszobolés mddszernek a 1€péseit kovetve, igy jarunk el:

Az (E) egyenletrendszer els6 egyenletét b, -pal, a masodik egyenletet (- b, )-pal szorozva és az

igy adodott egyenleteket Osszeadva kapjuk, hogy: (a,-b,—a,-b) -x=(b-c,—b,-c;) (1)

Hasonlban a, -vel illetve (- a, )-el szorozva kapjuk, hogy (a,-b,—a, b))y = (¢,;-a,—c,-a,) (ii).
Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

A A A A A A A A A A A A A A

A
A= a;-b,—a, b, Ax= b-c,—b,-c,, Ay= ¢-a,— ¢, a, (iii)

Ezekkel a jelolésekkel az (i) és (ii) egyenletek a kovetkezOk: A-x=A. és A-y=A, (i-ii).
Maris kihangsulyozzuk, hogy a szdmoldsok sordn nem zartuk ki a A, A., A, {0} lehet6séget

A A A

sem (tehdt ezek el6forduldsat is letargyaljuk) , tovabbd a b, , - b,, a,, - a, szdmokkal valo

,beszorzds” miatt a 3. részben leirtak alapjan (MatLap 4/2009) idegen gyokoket is kaphatunk,
tehat a tovdbbiakban ezt is szem el6tt kell tartanunk.

Az (i-ii) egyenletek a-z=»b alaki egyenletek amelynek a megoldasardl részletesen az
1. részben irtunk (MatLap 2/2009) ahol lattuk, hogy a megoldhatésdg az (a, n)=d | b feltételtd]
fligg, ezért a szébanforgd egyenletrendszer megoldasat a kovetkezo esetekre bontjuk le:

L. eset: A # 0, és ennek keretén beliil: 1) Ha (A, n)=11lletve 2) Ha (A, n)=d#1

IL. eset: A=0, és ennek keretén beliil: 1) Ha A.- A, # 0 illetve 2) Ha A.= A,=0

A tovabbiakban tehat az (E) egyenletrendszer megoldasat négy esetben kell vizsgdlnunk. A
konnyebb attekinthetdség €s a jobb érthetdség végett mindezt példak segitségével szemléltetjiik.
Ezeket és a példak sorszdmat is az el6z0 4. részbdl vessziik at (MatLap 5/2009).

L1) eset: A # 0és (A, n)=1

9. tétel. A (A, n)=1 feltétel mellett az (E) egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa

van (vagyis kompatibilis és hatdrozott) és a megolddsokat az x=A.-A és y= A, - A képletekkel

kapjuk meg, a A, A., A, értékei az (iii) dsszefiiggéssel szamithatok ki, ahol A" a A inverze.
Bizonyitds: Legyen (x,,y,)az (E) egyenletrendszer egy megoldédsa (ha van). Az elébbiekben
leirt kikiiszobolési modszerre €piild szdmoldsok alapjan ezek az értékek teljesitik az (i-ii)

A

egyenletrendszert is, vagyis A- x,=A; és A- y,=A, . Az 1. részben bemutatott 1. tétel
alapjan, mivel (A, n)= 1 (ami azt jelenti, hogy A invertdlhat6 a Z -ben) , ezért ez utobbi két

egyenlet mindegyikének pontosan egy-egy megoldds van, és ezek: x,=A,, - A és y,=A,, A .



Mivel az (E) egyenletrendszerbdl az (i-ii)) egyenletrendszerhez tgy jutottunk el, hogy
egyenleteket ,,beszoroztunk™, ezért a 3. részben leirtak alapjan idegen gyokoket hozhattunk be,
tehét lehetséges, hogy az eldz6 képlettel kiszdmitott (x,, y,) megoldds éppen idegen gyok. A

tovdbbiakban bebizonyitjuk, hogy ezek az értékek teljesitik az eredeti (E) egyenletrendszert,
ami azt jelenti, hogy az igy kapott megoldds nem idegen gyok, hanem tényleges megoldas.

A A A A A AA A
Valéban, rendre felirhatok a kovetkezd szdmoldsok: a, x,+b, y,=a, Ay A +b Ay -A =
ACANCA A A A AN CA A A A ALNAN A AN A A A A AN A A
=a, A (¢, -b,—c,-b)+b-A(a,-c,—c;-a,)= (a,-b,—a, b)A -c+A (a-b-c—a,bc,) =
A A

= (a,b,—a, b)) A -¢,+0=A-A"-c,=c,. Teljesen hasonléan bizonyitjuk, hogy az el6bbi

(x,,,) megoldés teljesiti az (E) egyenletrendszer mésodik egyenletét is. Tehdt az x,=A., - A
és y,=A,, A megoldédsok az (E) egyenletrendszernek egyetlen megoldésa, vagyis a (A, n)= 1
feltétellel, az (E) egyenletrendszer u.n. Cramer egyenletrendszer, kompatibilis és hatarozott.
Megjegyzések:

A A A

. . s s a, b X G ¢
1) Vezessik be a kovetkezé jeloléseket: A= | = |, X= , B=| " |. Igy az (E)
a, b, Y )

egyenletrendszer métrixegyenlet alakja A-X= B.

Mivel det(A)= A # 0, ezért az A mitrix invertdlhaté (legyen az inverz martixa A'), akkor

X ' AA AN bA _Ab AA AN l;\ _/2, C/'\ AAXA
|: :|:X:A'B=(al'b2—a2'bl)- 2 1 - B= (al'bZ_az'bl)' /\2 Al . Al = .
g —a, 4 4 4 ][4 ;A

ahonnan a matrixok egyenlésége alapjan x=A.-A és y=A,-A adédik, vagyis éppen a mdr

kapott eredmény. A (A, n)= 1 feltételre itt is sziiks€ég volt, mivel éppen az utébbi métrixban a

A
2

A s bejon a szdmoldsokba (hiszen a Z -ben szdmolunk, ahol csak ,+” és ,, -7 miiveletek

vannak). Ez a bizonyitds, az el0bbi tétel egy masodik bizonyitasat képezi.

2) Az éppen bemutatott megoldasi mddszer, a A# 0és (A, n)= 1 feltételek mellett, m
egyenletbdl all6 és m ismeretlent tartalmazd linedris egyenletrendszer esetén is ugyanigy
alkalmazhaté a Z -ben , és a rendszer ezittal is kompatibilis és hatdrozott, vagyis Cramer

egyenletrendszer (v.0. [6] és [7] ).

3) A A#06és (A, n)=1 feltételek mellett, mint az (E) egyenletrendszert, mint az m egyenletbdl
allé m ismeretlenes linedris egyenletrendszert a tankdnyvekben is leirt,a matrixok ,,atalakitasan”
(elemi transzfotmdacidkon) alapulé Gauss-féle modszerrel is megoldhatjuk (v.0. [6]).

A A A

1. példa: Oldjuk meg Z,-bena 2x+3y=4 és 4x+2y=5 egyenletrendszert.

A A A A

5. példa: Oldjuk meg Z,-bana 3x+2y=4 és 2x+3y=1 egyenletrendszert.

A A A A

9. példa: Oldjuk meg Z -bana 3x+2y=4 é 2x+3y=1 egyenletrendszert.
A felsorolt hdrom példa lényegében csak abban kiilonbozik egymdstol, hogy az elsd esetben
minden egyiitthat6 invertdlhat6, a masodik esetben csak bizonyos egyiitthatok invertalhatdk, a
harmadik esetben pedig egyik egyiitthat6 sem invertalhat6 az illet6 (Z, ,+,.)-ben.



Az eldz6 részben lathattuk, hogy mind a hdrom példa esetén pontosan egyetlen (x, y)

megoldds 1étezett. Erre a magyardzat az, hogy mindhdrom esetben A # 0és (A, n)= 1, ezért a
9. tétel értelmében Cramer-tipusi, kompatibilis és hatdrozott egyenletrendszerrél van sz,
amelynek megoldasait az (i-ii) Osszefiiggések szarmaztatjak.

Az 1. példa esetén A= 6 &s (6, 7)= 1 ezért létezik és A = 6, igy x=A,- A= 0-6=06s

y=A,-A=1-6=6.Az5. példaesetén A= 5 és(5,8)=1ezért A =5 ésaz x=A,- A illetve

A,- A bsszefiiggések alapjan x= 2 és y =7 adédik. A 9. példa esetén A= 5és (5,6)= 1

y

ezért A =5 és x= 2 és y =35 adddik.
I2)eset: A#0 és(A,n)=d=#1

Eben az esetben a (A, n)= d#1 miatt A nem invertdlhaté6 a Z -ben, tehat az el0bbiekben
bemutatott 2 moédszer egyike sem alkalmazhaté. Ellenben, az 1. részben bizonyitott 1. tétel

alapjan, az A- x=A. é A- y=A, (i-ii) egyenletek megolddsar6l a kovetkezoket
fogalmazhatjuk meg:

a) Amennyiben a d= (A, n) | A, vagy d= (A, n) | A , valamelyike (vagy mindkettd) hamis,
akkor az (i-ii) egyenletek valamelyikének nincs megolddsa Z -ben, igy az (E) egyenletrendszer

sem oldhat6é meg a Z -ben.

A A A

2.2. példa: Oldjuk meg Z,;-bena 3x+2y=4 és 2x+3y=2 egyenletrendszert.

A A A A A

6.2. példa: Oldjuk meg Z,,-ben a fgx +2y=4 ¢és 2x+3y=2 egyenletrendszert.

A A A A A

10.2. példa: Oldjuk meg Z, -ban a §x+ 2y=3és 3x+4y=2 egyenletrendszert.

A felsorolt hdrom példa lényegében csak abban kiilonbozik egymdstdl, hogy az elsd esetben
minden egyiitthat6 invertdlhat6, a masodik esetben csak bizonyos egyiitthatok invertalhatdk, a
harmadik esetben pedig egyik egyiitthat6 sem invertalhat6 az illet6 (Z, ,+,.)-ben.

Az eldz6 részben lattuk, hogy a egyik egyenletrendszernek sem volt megoldasa. Ezt
azonnal beldthatjuk, hiszen szdmoldsokkal konnyen meggy6zddhetiink arrél, hogy mind a

hiarom esetben A#0 és (A, n)= d#1 is fenndll, de ugyanakkor a dl A, és

dl A » nem mindegyike igaz. Ennek ellendrzését az érdeklédd Olvasé konnyen elvégezheti.

b) Amennyiben a d= (A, n) | A. és d= (A, n) | A, igaz éllitdsok, dgy mind a két egyenlet
megoldhaté Z -ben, és az egyenletek mindegyikének éppen d szdmi megolddsa van, de ez

nem jelenti azt, hogy az (E) egyenletrendszernek dxd szami megolddsa van, ugyanis a
kikiiszobolés sordn, ahogyan az (i-ii) egyenletekhez jutottunk, a beszorzdsok sordn idegen
gyokoket hozhattunk be amiknek szdma az n modul6tdl fiigg.

Gyakorlatilag igy jarunk el: megoldjuk a A- x=A. és A- y=A, és egyenleteket uigy, ahogyan
az 1. rész 1. tételében olvashatjuk, vagyis a megoldasok a kdvetkezok:

A A

x:x0+% , y:y0+% ahold=(A,n)#1ésp,qe{0,1,2,...,d—1}, tovibba xy és yy az

egyenleteknek egy-egy sajatos megoldésa.



Ezeket a megoldasokat visszahelyettesitjiik az (E) egyenletrendszerbe és 1igy
eldonthetjiik, melyek az idegen gyokok, é€s melyek a tényleges megoldasok.

A A A A

2.1. példa: Oldjuk meg Z,;-bena 3x+2y=4 és 2x+3y=1 egyenletrendszert.

A

6.1. példa: Oldjuk meg Z ,-bena 3x+2y=4 és 2x+3y=1 egyenletrendszert.

10.1. példa: Oldjuk meg Z -bana 2x+3y=3 és 4x+2y =4 egyenletrendszert
A felsorolt harom példa lényegében csak abban kiilonbozik egymdastol, hogy az elsd esetben
minden egyiitthat6 invertdlhat6, a masodik esetben csak bizonyos egyiitthatok invertalhatok, a
harmadik esetben pedig egyik egyiitthaté sem invertdlhat6 az illet6 ( Z, ,+,.)-ben.

Az el6z6 részben lattuk, hogy a harom egyenletrendszer megolddsainak a szdma rendre

5 (a Z,5-ben), 5 (a Z,,-ben) illetve 2 (a Z,-ban). A A- x=A: és A- y=A, egyenletpdrok ezen
hdrom példa esetén rendre a kovetkezok: (5-x= 10 és 5-y=20 a Z,-ben), (5-x= 0 és

5-y=5aZ,-ben), (4-x= 0 és 4-y=2 a Z -ban). Beldthat6, hogy mind a hdrom esetben

teljesiilnek a megoldas 1étezéséhez sziikséges d= (A, n) | A és d= (A, n) | A, feltételek.

A A

Mindenesetben egy-egy ax=>b illetve cy=d alaku egyenletet kell megoldanunk amirdl az

1. részben olvashatunk (MatLap 2/2009). A megoldds kellemetlenebb részét ellenben az
képezi, hogy mindhdrom feladat esetén kiilon-kiilon kapjuk meg az x illetve y megolddsokat
(nem pedig egy x €s y kozotti Osszefiiggés nyomdn, mint példaul a helyettesitési modszer
esetén) €s ellendrizni kell, hogy mely (x, y) szdmpar elégiti ki az egyenletrendszert, hiszen a
modszernél haszndlt beszorzdsok soran idegen gyokok is bekeriilhetek. (Az Olvasé errdl
konnyen meggy6z3dhet, ha megoldja ez eldz6 hirom egyenletpart). Altaliban az ellendrzési
folyamat hosszadalmas szokott lenni, ezért ha egy megoldand6 feladat éppen ebbe a tipusba
tartozik, akkor gyakorlati szempontbdl érdemes elébb egy madsik, nem a determindnsokon
alapul6 megolddssal probdlkozni (14st a 4. részben, MatLap 5/2009), mert a megolddsok
szdmat elére nem mindig hatdrozhatjuk meg.

IL.1) eset: &:(A)és &x' Ay ¢6

Ebben az esetben a A- x=A, és A- y=A, (i-ii) egyenletek 0- x=A. és 0- y=A, alakot oltik,
és amennyiben a A, =A, =0 feltétel nem teljesiil (marpedig A.- A, # 0), dgyegy 0= a #0
ellentmondashoz jutunk, tehdt ebben az esetben sem az (i-ii) egyenletrendszernek és ebbdl
kifolydlag az (E) egyenletrendszernek sincs megolddsa a Z -ben.

A A

3. példa: Oldjuk meg Z,-bena 3x+2y=4 és 2x+3y=2 egyenletrendszert.

A

A A A A A

7. példa: Oldjuk meg Z,-bana 2x+3y=2 és 4x+2y=06 egyenletrendszert.

A A A A A

11. példa: Oldjuk meg Z -bana 2x+4y=2 és 4x+2y=2 egyenletrendszert.

A felsorolt harom példa lényegében csak abban kiilonbozik egymdastol, hogy az elsd esetben
minden egyiitthat6 invertdlhat6, a masodik esetben csak bizonyos egyiitthatok invertalhatok, a
harmadik esetben pedig egyik egyiitthaté sem invertdlhat6 az illet6 ( Z, ,+,.)-ben.

Az el6z6 részben lattuk, hogy a egyik egyenletrendszernek sem volt megolddsa. Ezt
azonnal belathatjuk, hiszen szdmoldsokkal konnyen meggy6zddhetiink arrdl, hogy mindharom



A A

esetben A=0 és ugyanakkor A.- A, # 0. Az egyszerll szdmoldsok elvégzését az érdeklddo
Olvaséra bizzuk.

IL.2) eset: &z&c =3y :6

Ebben az esetben tehét fennéllnak a kovetkezd 6sszefuggések'

al b —a2 b (1), b cz—b c1 2, c1 a2 6‘2 a1 3)
Ilyen feltételek mellett a kovetkezd dltaldnos érvényli eredményt fogalmazzuk meg:

10. tétel. Amennyiben a megoldand6 (E) egyenletrendszer esetén A=A.=A, =0,
tovdbba az a,, a,, b, b,, ¢, ¢, szdmok koziil legalabb egyik invertdlhat6é a Z -ben, akkor
létezik vagy olyan p € Z, szém amelyre a,= p-a,, b= p- b,, ¢c,= p-c, vagy olyan g€ Z,

szdm amelyre a,=q-a,, b,=q b, c,=q ¢, .
Bizonyitas: Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy a legalabb egy invertdlhaté elem az

A A A A A A

a, a,, b, b, egyiitthatok, vagy a c,, ¢, szabad tagok koziil val6. Az elsd esetben, az
dltaldnossag csorbitdsa nélkiil feltételezhetd, hogy pl. a, invertdlhato, és legyen a| az inverze (a
szorzdas szerinti szimmetrikusa) ezért az (1)-es Osszefiiggés alapjén b = (a,a,)-b, és a (3)-as

Osszefiiggés alapjan pedig c2 = (a, a ok cl , tovdbba a szimmetrikus elem értelmezése alapjan

AN A A AN

pedlg a2 = (a,a,)-a,, ezért p= a,a, vélasztds éppen megfelel Tovéabba, amennyiben a cl,

c2 valamelyike invertdlhaté feltételezhetd, hogy ez éppen a c1 szam, ekkor (2)-es Osszefiiggés
alapjan b = (c, cl) b, , a (3)-as Osszefiiggés alapjan pedig a2 = (c,¢,)-a,, és az inverz elem
értelmezésébdl c2 = (¢, ¢,)-¢, adédik, tehdt g= c, ¢, éppen megfelel.

Meg]egyzesek.

1.) Erdemes felfigyelni arra, hogy a tétel barmelyik invertdlhaté egyiitthatd esetén megadja a

499

A
szobanforgd p illetve q ,,$Z0rz6” meghatdrozasdnak a modjat is! Természetesen ilyen szorzé

tobb is adédhat, de példaul egy a'=a egyenléség miatt egybe is eshetnek.
2.) Konnyen belédthatd, hogy akar egyetlen invertdlhat egyiitthaté vagy szabad tag 1étezése

esetén létezik olyan pe Z vagy ge Z, amelyre fenndll a kovetkezd egyenléségek

valamelyike: a, x+b, y—c, =p-(a,x+b y—c, ) vagy a,x+b y—c,=q-(a,x+b, y—c,).
3.) Vegyiik észre, hogy a bizonyitott eredmény teljesen hasonlé ahhoz az esethez, amikor az

egyenletrendszert az R-en tekintenénk, és fenndllnak a A=A, =A, =0 feltételek. Ekkor mint

ismeretes az egyenletrendszert alkotdé két egyenlet megfeleld egyiitthatéi ardnyosak, vagyis
a b

¢ - . £y 21 4 T P
b—‘= — és a kozos aranysor értékét p-vel jelolve, valéban a,=p-a, , by=p- b,, ¢,=p-c,
a c
2 2 2

ami éppen a, =q-a,, b,=q" b,, ¢, = g ¢, alakrais hozhat6.



11. tétel. Amennyiben a megoldandé egyenletrendszer esetén A=A, =A, =0, tovabba
az a,, a,, b, b,, ¢, c,szdmok koziil legalabb egyik invertdlhat6 a Z -ben, akkor az

egyenletrendszer 0sszes megolddsat vagy az a,x+b, y=c, vagy az a,x+b, y=c, egyenlet

megolddsai adjdk aszerint hogy létezik vagy olyan pe Z, vagy olyan ge Z,, amelyekre

A A A A A A A A A A A A A A A A A

fennéll az a,= p-a,, b= p- b,, ¢,= p'c, vagy az a,= q-a,, b= qg'b, ¢c,= q-¢
Osszefiiggések valamelyike.

A A A A A A A A

Bizonyitds: Feltételezziik, hogy példaul az a,= p-a,, b= p- b,, ¢,= p-c, Osszefiiggések
allnak fenn. Ekkor a megoldand6 egyenletrendszer két egyenlete p-(a, x+b, y—c,)=0 illetve

a,x+b,y—c,=0. A (p, n)=1 esetben gyokvesztés nélkiil egyszeriisithetiink p -pal, igy a

két egyenletnek azonos szdmi megolddsa van. Ellenkezd esetben az a,x+b,y—c,=0
egyenletnek van kevesebb megolddsa vagyis mindenképpen elegendé csak ezt megoldani.

A

Teljesen hasonl6an jarunk el az a, = g-a,, b,= q-b,, ¢, = q-c, esetben is.

A A A A A A

Megjegyzés: Amennyiben n=primszdm, dgy a (Z , +, -) struktira kommutativ test, igy a

A
O kivételével minden ae Z invertdlhatd, sajatos esetben az a,, a,, b, b,, ¢, , ¢, szdmok is,
ezért ebben az esetben érvényes az el6zo két tétel eredménye!

A A A A

4. példa: Oldjuk meg Z,-bena 3x+2y=4 és 2x+3y=1 egyenletrendszert.

A A

8. példa: Oldjuk meg Z,-bana 2x+3y=1 és 4x+2y =06 egyenletrendszert.

12. példa: Oldjuk meg Z -bana 2x+4y=4 és 4x+2y=2 egyenletrendszert.
A felsorolt harom példa 1ényegében abban kiilonbozik egymastdl, hogy az elsd esetben minden
egyiitthat6 invertdlhat6, a mdsodik esetben csak bizonyos egyiitthatdk invertdlhatok, a harmadik
esetben pedig egyik egyiitthaté sem invertdlhaté az illeté (Z, ,+,.) —ben. Ezittal azonban ez az

invertalhat6sagi tulajdonsag sokkal fontosabb mint eddig!

A 4. példa esetén mivel mindegyik egyiitthat6 invertalhatd, ezért a 10. tétel alapjan
mivel a;- a'2 =b,- b'2 =c C'2 =4 és ai- a,= b;- b, = ci- ¢, =4 igy tobbféleképpen is azt
kaptuk, hogy p= g= 4, vagyis 2x+3y—1=4:(3x+2y—4) de ugyanakkor az is igaz, hogy

3x+2y—-4=4-(2x+3y—1), tehat a 11. tétel értelmében elegendd megoldani az

egyenletrendszer egyik egyenletét (ez barmelyik lehet), ahonnan megkapjuk a 4. részben is
kapott 5 megoldast (MatLap 5/2009).

A 8. példa esetén a az egységelemen kiviil a Z -ban csak a 3 invertdlhatd, igy a

10. tétel alapjan bll-b2:3-2:q, vagyis 4x+2y-6=6-(2x+3y—1), igy a 11. tétel

értelmében csupana 2x+3y—1= 0 egyenletet kell megoldani. (v.6. MatLap 3/2009)
A 12. példa esetén, mar az el6z6 részben (MatLap 5/2009) kimutattuk, hogy barmelyik

egyenlet a masiknak éppen az 5-pal vald beszorzottja, és mivel (5, 6)= 1 ezért gyokvesztés



nélkiil egyszerlsitve 5-pal, a két egyenlet egybeesik. Tehat elegendé az eredeti egyenletek
koziil barmelyiket megoldani. Ebben az esetben a meglepd tény csupdn az lehet, hogy sem az

A

egyiitthatok sem a szabad tagok koziil egyik sem invertdlhatd, és mégis létezett a p, sét a g
szorz0 is amir6él a 10. tételben irtunk. Ellenben ez nem minden esetben kovetkezik be!

13. példa: Oldjuk meg Z,.-bana 2x+12y =2 és 3x+18y =3 egyenletrendszert.
Megoldds: Erdemes felfigyelni arra, hogy ebben az esetben a A=A, =A, =0 feltételek tigy
teljestilnek, hogy a,-b,= a,-b,=b-c,= b,-c,= 0, igy a 10. tételhez hasonlé eredmény

A
bizonyitdsdra nem sok az esély. Ha megprobélndnk a p ,szorzd” keresését, akkor ennek

egyidOben teljesitenie kellene a 3-p= 2, a 18- p=12 € 6(3- p-2)=0 és a 3-p=

> N>

feltételeket. Konnyen belédthatd, hogy ezek teljesiiléséhez sziikséges és elegendd, hogy 3-p= 2
legyen. Ellenben a (3, 36)= 3 | 2 hamis 4llitds alapjan ennek az egyenletnek nincs megolddsa a

Z.,-ban (v.6. MatLap 2/2009). Hasonldan lithat6 be, hogy a g 1étezése a 2 p = 3 egyenlet

megoldasahoz vezet, amely szintén megoldhatatlan a Z,,-ban. Ellenben vegyiik észre, hogy az
egyenletrendszer egyenletei igy is irhatok: 2(x+6y—1)=06és 3(x+6y—1)=0. Ez arra hivja

fel a figyelmet, hogy eziittal 1éteznek olyan p, ge Z,, (nem invertdlhat6) szimok amelyekre

egyidében fennéllnak a p-a,=q-a,, p-b;=qb,, p-c,= q-c, Osszefiiggések (p-q).
Tovdbba ha a két modositott egyenlet megfeleld oldalait Osszeadjuk, akkor az

5(x+6 y—1)=0egyenlethez jutunk, és az (5, 36)= 1 alapjan gyokvesztés nélkiil egyszeriisitve
5-pal,igy x+6y—1=0« x=1+30y ahol ye Z,, minden értéket felvehet, és x=1+30y.
Sajndlatos moédon sem bizonyitani, sem céafolni nem sikeriilt azt, hogy a nem
invertdlhat6 egyiitthatok és nem invertdlhat6 szabad tagok esetén sziikségszerlien fenndll-e vagy
nem a (p-q) Osszefiiggés (ami egyébként a p= 1 illetve g= 1 esetben a 10. tétel feltételeit adja).
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