Az érettségi vizsgara elokésziild tanuldk figyelmébe!

Egyenletek és egyenletrendszerek megoldasa a Z, halmazon

Az a x =b egyenlet megoldédsa a Z, halmazon

Az ut6bbi idében mint a XII. osztdlyos alternativ tankonyvekben, mint az érettségi-

vagy felvételi vizsgdkon egyre gyakrabban taldlkozunk olyan feladatokkal, amelyek linedris
egyenletek vagy egyenletrendszereknek a Z, halmazon torténd megolddsiat kérik, a
megoldashoz sziikséges elméleti hattérrél nagyon keveset olvashatunk.
Eppen ezért, az elkovetkezé cikksorozatot amolyan hidnypétléként frjuk, és féleg azt
szeretnénk elérni, hogy a tanulok sokkal &atfogébb képet, és megalapozott elméleti és
gyakorlati alapot alkothassanak err6l a témdar6l, mint amilyent alkothatnak tgy, ha csupan a
példakat és feladatokat oldjdk meg a tankonyvekbdl, példatarakbol.

Mindamellett, hogy a kivalasztott témakor kezdetben nagyon egyszeriinek t{inhet
mégis kihangsulyozunk néhany olyan dolgot, aminek a tudatositdsa és megértése sikeresebb
és eredményesebb tanuldshoz vezet.

Mir a kisosztalyokban, tobbé vagy kevésbé dlcazottan minduntalan eléfordulnak az
mx+n=p ugynevezett elsofoku egyismeretlenes (roviden linedris) egyenletek. A
kisosztadlyokban a megolddsukat eleinte nyitott mondatok, majd a mérlegelv segitségével
kezdik torténi, aztdn lassan-lassan mar a jartasag és készség szintjén annyira elonybe keriilnek
az automatizmusok, hogy az egyenlet megolddsara mar ilyen megfogalmazasokat haszndlnak,
mint példaul: ,,4tvissziik a masik oldalra”, vagy ,,mindkét oldalt elosztjuk™, stb. Es igy ezek a
megnevezések meghonosodnak a mindennapi tanuldsban, de kdzben elvész a tartalma, hogy
vajon ezen megnevezések alatt mit is kell érteni? Ennek kovetkeztében a XII. osztilyos
tanulok gyakran nehezen tudjdk kezelni ezt a ,,valsdghelyzetet” akkor, amikor a Z, halmazon
egyenleteket és egyenletrendszereket kell megoldjanak, ugyanis a Z, halmazon csak az
Osszeadds és a szorzdsi muvelet értelmezett, és mit értsiink az el6z6 idézdjeles
megfogalmazasok alatt? Ennek tisztdzdsa végett pillantsunk vissza arra az id0szakra, amikor
az egyenletek megoldasat tanitottak, és vizsgdljuk meg a mx+q=p egyenlet megoldasi 1épéseit
az R-en.

(1) Az mx+q=p egyenlet esetén mindkét oldalhoz hozzdadjuk a q szdm ellentettjét, és igy

adddik, hogy mx=p+(-q) vagyis mx=p-q, amire azt mondjuk, hogy ,,atvittiikk a masik oldalra”

(2) Ezutdn az mx=p-q egyenlet mindkét oldalat beszorozzuk a q szdm inverzével, és igy

adoédik, hogy x= (p—q)xl=u, amire azt mondjuk, hogy ,atosztottunk m-el” vagy
m m

masvalami ehhez hasonlé megfogalmazast.

Amennyiben minduntalan szemeldtt tartjuk az elébb kihangsulyozottakat, ugy az
egyenleteknek ¢és egyenlet rendszereknek a 7, halmazon torténd megolddsa sem fog
nehézséget jelenteni, noha — mint latni fogjuk — ez a témakor messzirdl sem olyan egyszert
mint amilyennek tlnik.

A cikksorozatnak ebben a részében az ax=>b egyenletnek a Z, halmazon torténd

A A

megoldasdval foglalkozunk és erre alapozva a kovetkezd részbe az a- x+b- y = ¢ egyenletnek
a Z, halmazon tortén0 megoldasat tanulmanyozzuk, amire sziikségiink van a harmadik
a,x+b y=c, S
. clséfoku  kétismeretlenes  egyenletrendszer

A

részben targyaldsra keriilo
A

a,x+b,y=c,

megoldasdnak tanulméanyozasakor is.



Mindenek eldtt foglaljuk ©Ossze a legsziikségesebb, fontosabb fogalmakat,
eredményeket amiket haszndlni fogunk.
(1) Adott ne N" esetén legyen R,={0,1,2,...,n-1} a természetes szamoknak, az adott n
természetes szammal valo osztdsi maradékainak halmazat.

Ertelmezheték a @, ® : R, R, —— R, miiveletek:

a) Barmely x, y € R, esetén x @ y= az (x+y) szamnak az n-el val6 osztasi maradéka.
Példdul: 3,4e RNsesetén n=5 ezért 3 @ 4=2 mert 3+4=T=1x5+2

b) Barmely x, y € R, esetén x ® y= az (x'y) szamnak az n-el val6 osztasi maradéka.

Példdul: 3,4 Nsesetén n=5 ezért 3 ® 4=2 mert 3-4=12=2x5+2
(2) Az 0sszes olyan egész szamok halmazat, amelyeknek az n-el valé osztasi maradéka az

r szam,jelolje r. Az igy kapott halmaz neve: ,,az r maradékosztaly modulo n”.

Példdul: a 2 maradékosztidly modulo 5 halmaz a kovetkezd: 2={...-12,-7,-2,2,7,12, ...}
(3) Adott n pozitiv egész szam esetén jelolje Z, az osszes maradékosztaly modulo n

halmazt, vagyis Z, :{6, i, 3, o nA—l}.

Példaul: Zs ={ 0, 1, 2, 3, 4} esetén 3=(...-13,-8,8, 13, 18, ...}
Ertelmezhetdk a +, x: Z,X Z, —> Z, miiveletek:
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a) Barmely x, ye Z esetén x+y= x+ ymoddon értelmezett (vagyis a ,.,eredmény” az x+y
Osszegnek az n szammal val6 osztdsi maradékanak az osztélya).

Példdul: 6, 4 Z,esetén 6+4= 10= 2 hiszen 10=1x8+2

b) Barmely )Ac, ;e Z esetén )Acx ;: x-Ay modon értelmezett (vagyis a ,.eredmény” az x-y
szorzatnak az n szdmmal val6 osztdsi maradékdnak az osztilya). Az )Acx ; szorzatot gyakran
%+ y médon jellik, a tovabbiakban ezt a jelolést haszndljuk.
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Példdul: 6, 4 Z esetén 6-4= 24= 0 hiszen 24=3x8+0
A gyakorlatban konkrét Z esetén szokds ugynevezett Osszeaddsi €s szorzasi

miivelettablazatot késziteni, ellenben az idoigényessége miatt, jartassadg szintjén ezt mdr
melldzziik, és inkdbb a fogalmak és miiveletek értelmezését hasznaljuk.
A tovabbiakban adott n pozitiv egész szdm esetén, a (Z, , +, -) kétmiiveletes

struktdranak néhany fontosabb tulajdonsagét emlitjilk meg, ezek bizonyitdsa megtaldlhatd a
legtobb XII. osztalyos tankonyben és feladatgylijteményben (v.6. [1], [3], [4], [5]).

(1) Altaldban a (Z,, +, ) struktdra egységelemes kommutativ gylirli, amit modulo n
maradékosztilyok gytirijének neveziink

(2) A(Z,, +, ) struktura akkor és csakis akkor zérusoszté mentes gy(r(i, ha n= primszam
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(Emlékeztetiink: x, ye Z zérusoszték a Z -ben, ha x#0, y#0 de x-y=0. A fenti

példankban pl. 6, 4 € Z, z€rusosztok, hiszen 6-4= 0)

(3) A(Z,, +, ) struktura akkor és csakis akkor kommutativ test, ha n= primszdm
(4) Ha a e Z , akkor a kovetkezd két dllitds egyenértékii:

A
a) Az aelem invertalhato (a szorzdsra nézve) a Z -ben
b) (a,n)=1 vagyis az a és n szamok relativ primek



Kovetkezmény: Ha p pozitiv primszadm, akkor a (Z be ) kommutativ test minden eleme

invertalhatd, tehat nem léteznek zérusosztok.
A A A

A tovabbiakban ratériink az mx+¢g = pegyenletnek a Z halmazon torténd megoldasara.

Mivel a Z -ben minden g szdmnak van ellentettje (a tovdbbiakban a ellentettjét jeldlje -a ),

A

ezért az egyenlet mindkét oldalahoz hozzdadva a ¢ szam ellentettjét, a -g szadmot, az
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mx=p—gq egyenletet kapjuk, ami ax =5, alaki, és a tovdbbiakban csak az ilyen tipusu
egyenlet megoldédsaval foglalkozunk.
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Az elébbiekben bemutatott (4)-es tulajdonsdg nyomos érv arra, hogy az ax=»>b
egyenlet megoldésa esetén megkiilonboztessiik az (a,n)=1 és (a,n) # 1. vegyiik tehat sorra.
Leset: (a,n)=1

Ekkor az ae Z, szam invertdlhat6 (még ugy is mondjak, hogy szimmetrizdlhat6 a szorzasra
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nézve) vagyis van inverze a Z -ben, a tovabbiakban jeloljikk ezt a’ -el. Az ax=> egyenlet
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mindkét oldalat megszorozva az a szdmnak az a’ inverzével, a szorzasi muivelet értelmezése

A

alapjan kapjuk, hogy x=b-a . Ez az egyenletnek az egyetlen megolddsa. (vagyis ebben az
esetben tigy mondva , kifejezhettiik” az x véltozot).

Példdul: Oldjuk meg a Z;halmazon a 2 x =3 egyenletet.
Mivel (2,5)=1 ezért 2 invertdlhat6 a Z;halmazon és 2’ = 3, ugyanis 2-3= 6= 1. Igy az

egyenlet mindkét oldaldt beszorozva a 3 szammal, x = 3-3= 9= 4egyetlen megoldast
kapjuk.
Miel6tt ratériink a masodik eset elemzésére vegyiik észre, hogy az a-x=b egyenletnek
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az R-en pontosan 1 megoldasa (zérushelye) van, és az ax =b egyenletnek is pontosan 1
megolddsa van, minden olyan n pozitiv egész szamra, amelyre (a,n)=1. Mint latni fogjuk, a
kovetkezd esetben ez mar nem érvényes, és ekkor merill fel a megoldhatésdg feltétele
valamint a megolddsok szamdnak a meghatarozésa.

Ileset:(a,n)=d #1

1) Ha feltételezziik, hogy d nem osztja a b szabad tagot s mégis létezne x=X € Z amelyre

ax=>b, akkor a-X=b+kn lenne (keN*) tehat a-X-k'n=b és mivel d|a, és d|n ezért

d| (a-X-k-n)=b vagyis d | b ami ellentmondés lenne.

Tehdt (a,n)=d #1 és d nem osztja b esetben, az a x =b egyenletnek nincs megolddsa a Z,
halmazon.

Példdul: Oldjuk meg a Z, halmazon a 2 x =3 egyenletet.
Lathato, hogy a=2, b=3, n=6 és (a,n)=2 ami nem osztja a b=3 szdmot, vagyis az egyenletnek
nincs megolddsa a Z halmazon. Gyakorlatban ezt még rovidebben is megmutathatjuk: a
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2 x =3 egyenlet mindkét oldalat beszorozzuk 3-mal és kapjuk, hogy 0=3 ami ellentmondas,



vagyis nincs megoldas. Ezt nem csak ebben a sajitos esetben tehetjiik meg, hanem minden

(a,n)=d #1 esetben beszorzunk k=§ -vel, és ellentmonddsra jutunk.

2) Vizsgéljuk most azt az esetet amikor igaz, hogy d | b.

Az (a,n)=d #1és d| b feltételek alapjan a=d-a;, n=d'n; és b=d-b;, ahol (a;, n;)=1 )
Az (a,n)=d alapjdn Ju,veZ ugy, hogy u-a+v-n=d ahonnan u-a-b;+v-n'b;=d-b;=b igy Z -ben
21- (ulgl)+ (vl;ln) = l; = cAz- (ulgl) =l; ami éppen azt jelenti, hogy x¢= u?)l egy megolddsa az
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ax=>b egyenletnek. A tovdbbiakban megnézziik, hogyan kaphaté meg az egyenlet dsszes
megolddsa!

Legyen x=)A( € Z, megolddsa az cAzx =l;egyenletnek. Ezért a3( =l;ahonnan, a-X=b+kn
lenne (ke N"), és a (*) feltételek mellett da, X —db, = kdn, vagyis a,X —b, = kn, (1)

De mivel (aj, nj)=1, ezért Ju,veZ gy, hogy a;-u+n;-v=1 (ii)

Az (i) és (i1) alapjan kapjuk, hogy a,(X —ub)=n(vb+k) és mivel (a;, n;)=1 ezért

ar | (x —ub,) b vagyis X —ub, =mn, (meZ) ahonnan X =ub, +mn, vagyis x = x, +mn, (**%)
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Eszrevehetd, hogy ha m=d akkor mn, =n=0, vagyis a (***) Osszefliggés d kiilonbozo

. . 2 . 1z . n . A ~nomn
megoldast szdrmaztat. Es mivel n=d'n; tovdbbd d=(a,n), ezért n, = E igy mn, = mg = 7
Tehdt x = x, +% ahol xg=ub, egy partikuldris megoldas és me {0, 1, 2, ..., d—1}.

Gyakorlatban, nem til nagy n esetén a megolddsok megkeresésére alkalmas az
ugynevezett értéktabla mdodszere is, ellenben - mint latni fogjuk — a kapott eredmény alapjan
is konnylszerrel megkaphatok az x értékek, €s azok pontos szdmat is eldre lehet tudni.

Példdul: Oldjuk meg a Z,, halmazon a 3x = 6egyenletet.
1. Megoldas: elkészitjiik a kovetkezo értéktablazatot

X 10123456789 1011
3 036900369036 9

A téblazatbodl kiolvashatd, hogy az egyenlet megoldésai xe { 2,6, 10}
2. Megoldas: alkalmazzuk az elobbiekben megéllapitott eredményeket.
Esetiinkben a=3, b=6, n=12, d=(a,n)=3 és 3|6:b. Mivel d=3 ezért az egyenletiinknek 3

megolddsa lesz. A megolddsok: x = x, +% ahol xp a 3x=6 egyenletnek egy partikularis

megolddsa esetiinkben azonban konnyen lathatd, hogy x¢=2 egy megoldds, és mivel

%:127’":4% ezért a megolddsok x=2+4m = 4m +2 ahol me {0,1,2}, fgy xe{2,6, 10 ).

Megjegyzés:Ha a 3x=6 egyenlet minkét oldalat megszorozzuk 4-el, akkor a 0=0
azonossdghoz jutunk, és igy hajlamosak lennénk azt hinni, hogy minden xe Z , megoldas

lenne, ellenben a bizonyitottak alapjan mivel (a, n)= (3, 12)= 3 és 3 | 6 ezért az egyenletnek



pontosan 3 megolddsa van. A helyzeten azért nem kell csoddlkoznunk, mert a 4 -el vald
beszorzassal mivel (12, 4)# 1 idegen gyokoket hoztunk be!
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A tovabbiakban foglaljuk ©ssze az ax=b egyenlet megolddsdra vonatkozd
eredményeinek:

1. Tétel: Az a x =b egyenletnek a Z, halmazon valé megolddsairdl ezt mondhatjuk:

1) Ha (a,n)=1 = egyetlen megold4s van, ez x=b-a , ahol a’ az a inverze (a szorzdsra nézve)
2)Ha (a,n)=d #1ésd | b hamis = az egyenletnek nincs megoldasa

3)Ha (a,n)=d #1ésd | b igaz = az egyenletnek d szamu kiillonb6zé megolddsa van:

A

X=x, +% ahol d=(a,n) és me {0, 1, 2, ..., d—-1}, xo pedig az egyenletnek egy sajatos

megoldasa.
Kovetkezmény: Legyen n pozitiv természetes szam és k= (n, e) # 1

Ekkor az ez =0 egyenletnek a Z halmazon k szdmu megolddsa van, és ezeket igy kapjuk

A

meg: zz% ahol k= (e,n) ésme {0, 1,2, ..., k—1)

Természetese ez a kovetkezmény az 1.Tétel-nek egy sajatos esete, ellenben a kovetkezo
részben nagyon sokszor fogjuk hasznélni, igy erre fogunk hivatkozni.

Megjegyzések:

1) Az ax+b-y=c (a, b, ce Z) diofantikus egyenlet egész megoldasait keresve, az el6z6 1.Tétel
fontos megallapitdsokhoz vezet. Ha az egyenletben mindkét oldalon ratériink a modulo ¢
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maradékosztdlyra, akkor az ax =b egyenlet megoldasdhoz jutunk, amirél éppen az 1.Tétel-
ben olvashatunk.

2) Az n=p=prim sajatos esetben, az ax=1 egyenletnek a Z -ben minden a#0 egész szam
esetén az 1.Tétel értelmében pontosan 1 megolddsa van, vagyis minden x#0 invertdlhato,
ami azt jelenti, hogy (Z i +,) test struktuira.
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3) Konnyen észrevehetd, hogy ha x=X az ax=> egyenlet megolddsa a Z halmazon, akkor
aX =b vagyis aX=b+k'n (ke N) & aX-b= k-n ami kongruencidval felirva az aX =b(modn)
kongruencia-egyenletet jelenti. Tehat az egész témakort a kongruencidkkal is bemutathattuk
volna, ellenben ekkor értelmezéseket, tulajdonsigokat, eredményeket mind at kellett volna
irnunk a kongruencia nyelvezetére, igy inkabb az oszthat6sag ,,nyelvezeténél” maradtunk.
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Az eddigiekben bizonyitottak alapjan, a kovetkezd részben az a-x+b-y=c
egyenletnek a Z halmazon val6 megoldasat vizsgdljuk, ami rdkovetkezd részben, az

egyenletrendszerek megolddsandl is sziikséges lesz.
Az 1.Tétel elmélyitése céljabdl tanulsagosnak latjuk a kovetkez6 feladatot:
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Oldjuk meg Z, -ban és targyaljuk az a x = b egyenletet €s a megoldasainak a szamat! (v.0. [3])
Az 1.Tétel alapjan jarunk el, és a kovetkez eseteket kell megkiilonboztetniink:
1) Ha a=0, akkor csak a b=0 esetben van megoldas, ésez Vx e Z;.

2) Ha a#0, akkor tobb esetet kiilonboztetiink meg:
a)Haa € {1,3,5,7} akkor (a, n)= (a, 8)=1, ezért az egyenletnek mindegyik



esetben pontosan /-/ megolddsa van, és ez képletesen: x=b-a , ahol a’ az a szdmnak a
szorzésra vonatkoz6 szimmetrikusa (inverze).

b) Haa € {2, 6} akkor (a, n)= (a, 8)= 2# I alapjan, amennyiben » nem oszthat6 2-vel,
vagyis b € {1,3,5,7} , gy az egyenletnek nincs megoldésa, ellenben ha b € {0,2,4,6} akkor
az egyenletnek mindegyikesetben pontosan 2-2 megolddsa van, és ez képletesen:

A

xX=x, +87m = x, +4m ahol x, az egyenlet egy sajatos megoldasa, és me {0, 1}.

¢) Ha a=4, akkor (a, n)= (4, 8§)= 4# I alapjan, amennyiben b nem oszthat6 4-el, vagyis
b e {1,2,3,56,7}, ugy az egyenletnek nincs megolddsa, ellenben ha b € {0,4} akkor az
egyenletnek mindegyikesetben pontosan 4-4 megolddsa van, és ez képletesen:

A

X=x, +8Tm = x, +2m ahol x, az egyenlet egy sajatos megoldasa, ésme {0, 1, 2, 3 }.
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