Az érettségi vizsgara elokésziild tanuldk figyelmébe!

Egyenletek és egyenletrendszerek megoldasa a Z, halmazon

Az a-x+b-y=c egyenlet megolddsa Z -ben

Miel6tt ratérnénk a jelzett egyenlet megoldasara, azeldtt tanulsdgosnak és hasznosnak
latjuk megvizsgalni az a-x+b-y=c egyenlet megoldasat rendre az R illetve a Z halmazon.
Az egyenletnek az R-en torténd megoldasardl az a-b # 0 feltétel mellett kovetkezOket
c—ax

b

emelnénk ki: az ax+b-y=c egyenletb6l barmelyik ismeretlen kifejezhetd, igy y=

Ezért, legyen x=m tetszOleges valds szam, igy y= vagyis az egyenlet 6sszes megolddsa

c—am

(m,

megoldasa van, és ezek mind az a-x+b-y=c egyenletii egyenesen helyezkednek el.

Most vizsgaljuk meg az a-x+b-y=c (a,b,ceZ) tigynevezett elséfoku kétismeretlenes
diofantikus egyenletnek a Z halmazon valé megoldasat. Legyen d=(a,b) igy a=d-a’ és b=d-b’
ahol (a’, b’)=1 egész szamok. Ezért ax+b-y=d-(a’x+b’-y) oszthatdé d-vel, igy ha ¢ nem
oszthat6 d-vel, akkor az adott egyenletnek nincs megolddsa a Z-n. Tehat az (a,b)=d | ¢ feltétel
egy sziikséges feltétel a megoldas 1étezéséhez. A tovabbiakban latni fogjuk, hogy ez a feltétel
elégséges is. Ezek szerint c=d-c’ alaki kell legyen, igy végigosztva d-vel a megoldandd
egyenletiink a’-x+b’-y=c’ alaku lesz, ahol ezuttal (a’,b’)=1. A tovdbbiakban megkeressiik az
adott egyenlet Osszes egész megoldasat, de az eldbbi megjegyzés alapjan mar induldsbol
feltételezhetjilk, hogy (a,b)=1 mert ha nem, végigosztunk (a,b)=d —vel, és ilyen esetbe
keriiliink. Bebizonyitjuk, hogy x=x,+bt és y=y,-a't megadjdk az egyenlet dsszes egész

) ahol meR tetszdleges. Tehat az egyenletnek az R-en mindig végtelen sok

megolddsdt, hateZ, és x,, y, az egyenletnek egy sajatos (partikuldris) megolddsa. Valéban,
az ilyen alaku szdmok megolddsok, hiszen ax+by= a'(x,+b'H)+b'(y,-at)=a x,+b"y,=c.
Most belatjuk, hogy minden megoldas ilyen alaki! Legyen (x,y)e ZxZ egy megoldas, ezért
ax+by=c. De a x,+b y,=c 1s igaz, hiszen egy sajdtos megoldds. Ezek alapjan
a-(x- x, )+b-(y- y,)=0 vagyis a-(x-x,)= -b-(y-y,). Tehat d b(y-y,) és bl a(x- X,) tovabba
(a,b)=1 ezért bl (x- X,) vagyis létezik olyan teZ amelyre x-x,=b-t amit visszairva az
a(x-x,)= -b(y-y,) egyenletbe y-y,= -at adédik. Tehdt x=x,+b't és y=y,-a't valéban
megadjdk az egyenlet dsszes egész megoldasat. Megvalaszolatlanul maradt még az a kérdés,
hogy az egyenletnek egyaltalin van-e megolddsa? Ez konnyliszerrel beldthatd, hiszen
(a,b)= 1, ezért 1éteznek olyan u,veZ szadmok amelyekre a-u+b-v=1, vagyis a-(u-c)+b(v-c)=c
ami azt jelenti, hogy létezik x,= u'c és y,= v-c sajatos megoldds. Ennek kapcsdn érdemes

megjegyezni, hogy gyakorlatban a sajatos megoldas megtaldlasa céljabol legalkalmasabb az
Euklideszi algoritmus. Ezt most nem részletezziik, mivel ezen bemutatdsok célja fOként az
volt, hogy 0sszehasonlithassuk €s kapcsolatot teremtsiink az a-x+b-y=c egyenletnek az R-en,

illetve a Z-n torténd megoldasa, és az a-x+b-y =c egyenletnek Z -ben torténd megolddsa

kozott. Térjlink hat rd az a-x+b-y = c egyenletnek a Z -ben torténé megolddsdra.



A tovabbiakra vonatkozoan dllapodjunk meg, hogy a (Z , +, ) gylrln beliil jelolje

—ta telemnek a ,,+” muveletre vonatkozé szimmetrikusat, amit esetiinkben ellentettnek

mondunk, és ¢ a telemnek a ,,
inverznek mondunk.

A tovabbiakban latni fogjuk, hogy csak részben kovethetjiik az a-x+b-y=c egyenletnek
az Z halmazon torténd megoldasi médszerét, mert a (Z, , +, -)- ben teljesen mds szempontokat

"

miuveletre vonatkozé szimmetrikusat, amit esetiinkben

kell figyelembe venniink. A legelsé eredményt a kovetkezd tételben fogalmazunk meg:

2. Tétel. Az a-x+b-y=c modulé-egyenletnek a Z -ben akkor és csakis akkor van

megoldésa, ha (a ,b, n)=d | ¢

Bizonyitas: Legyen x= X és y= Y az egyenletnek egy megoldasa. Ekkor a- X+b-Y =c¢
vagyis a-X+b-Y =c, ezért létezik olyan keZ szam amelyre a-X+b-Y=c+kn vagyis
a-X+b'Y- k'n= c. Tehat, ha (a,b,n)= d akkor a baloldal oszthaté d-vel, igy sziikségszertien d | ¢
is igaz kell legyen. Forditva is nyilvan igaz, hiszen ha d | ¢ igaz, mivel d= (a,b,n) ezért d | a,
d|b, d|nmind igaz, igy d| (aX+b'Y- kn)is igaz.

Tehat az (a,b,n)= d | ¢ feltétel az egyenlet megoldhatésaganak sziikséges és elégséges
feltétele. A masodik fontos eredmény a megolddsok szdmdra vonatkozik, és azt a kovetkezo
tételben fogalmazzuk meg:

3. Tétel. Az a-x+b-y=c modulé-egyenletnek a Z -ben d'n szdmi megoldasa van,
ahol d=(a, b, n) és d| c.

Bizonyitas: a-x+b-y=c mindkét oldaldhoz hozzdadva a b-y ellentettjét kapjuk,

hogy a-x=c+(—b-y). Ebben az egyenletben az x-et tekintsiik valtozonak, és az y= Y pedig

rogzitett. Igy egy ax=Btipusi egyismeretlenes kongruencia-egyenletnek tekintjiik, ahol
B=c+(-b-Y). Az el6z0 részben az 1.Tétel alapjan, az a x = B egyenletnek akkor és csakis

akkor van megoldédsa a Z -ben, ha (a,n)= & | B= c—b-y ami azt jelenti, hogy c+(-=b-Y)= 0a

Z,-ban (tehat nem a Z, -ben! ) vagyis b-Y=c a Z,-ban. Tehit b-Y= c+ k& és mivel J|n

ezért %e Z, igy ezen utébbi egyenlet mindkét oldalat %—Vel beszorozva kapjuk, hogy

nb v= Lot ke 5-£vagyis n—b-Y: € 4 ken ami azt jelenti, hogy nb, y =2C ezittal a
o o ) o o o

o
Z -ben (*), és ennek az egyenletnek %'(b,ﬁ)zg'(b,(a,n)):%-(a,b,n)z% szamud y

megolddsa van (lasd az 1.Tételt ugyancsak az eldz6 részben). Legyen y=Y, az

a-x=c+(—b-y) egyenletnek egy partikularis megolddsa, ekkor minden ilyen megoldésra, a

ax=c+(=b-Yo)oa x+bYo=c egyenletnek 0 szamu x megolddsa van, ezért ez el6bbiek
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alapjan a a-x+b-y =c egyenletnek a Z -ben 5-% = n-d szamu megoldasa van (v.6.[1]).



Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a %—vel val6 beszorzds sordn ha O0=d lenne, akkor

%: % =0¢s igy a (*) egyenlet egy 0 =0 azonossag (erre példat is fogunk mutatni), ami

azt jelenti, hogy a (*) egyenletnek minden ye Z megolddsa, vagyis akkor n szdmud megoldas

-d . .
van, de ez nem mond ellent a kapott % eredménynek ellenben, ilyen feltételek mellett, ez a
modszer ritkdan alkalmazhaté megolddsi modszernek.

Gyakorlati szempontbol az a-x+b-y=c egyenletnek a Z -ben valé6 megolddsa

céljabol a kovetkezo 2 esetet valasztjuk kiilon:
L eset: (a, n)=1 vagy (b, n)=1

Ebben az esetben nyilvanval6, hogy (a ,n)= 1 vagy (b, n)= 1 ahol természetesen nem
kizar6 vagyrol van sz6, vagyis az az eset is beletartozik amikor mindkettd igaz. Legyen pl.

A A

(a,n)=1 akkor a nem zérusoszté a Z -ben, tehit a invertalhat6. Az a-x+b-y=c egyenlet

mindkét oldaldt beszorozva az a inverzével, vagyis a'-tel kapjuk, hogy: x+ba'y=ca'
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ahonnan x= ca'-ba'y. Ha most y-nak sorra beirjuk a {0, 1, 2, ..., n—1} halmaz n

kiillonbozd elemét, akkor megkapjuk az x megolddsokat is, és az egyenletnek n-darab
egymastol kiillonb6z6 megolddsa van (a 3. Tétel-ben d=1 értékre is ennyit kapunk).

Teljesen hasonléan jarunk el amennyiben csak b invertdlhatd, vagy ha a is és bis
invertalhato.

1. példa: Oldjuk meg Z,-ban a 5x+4y =2 egyenletet.
Az egyenletnek d-n= (5, 4, 6)- 6= 6 kiilonb6z6 megolddsa van. Lathatd, hogy (a,n)=(5,6)=1 és

(b,n)= (4,6)= 2 vagyis itt az csak az a =5 invertalhat6. Az inverze a Z,-ban a'= 5, és ezzel

beszorozva az egyenlet mindkét oldalat kapjuk, hogy: x+2y=4, és mindkét oldalhoz

hozzdadva a 2y ellentettjét a 4y értéket kapjuk, hogy x=4 y+4,ahol ye {0, 1, 2,3, 4,5}.
Természetesen, mivel n= 6 nem nagy szdm, ezért konnylszerrel behelyettesithetjilk az y
értékeket, de értéktdblazattal attekinthetdbb az 6sszefoglaldsa:

y

W >

0

A A

45
x=4y+4 2

0

o> >

1
20 4

foy a megolddshalmaz: M= {(4,0); (2,1); (0,2); (4:3):(2,4):(0,5)}.
2. példa: Oldjuk meg Z,-ben a 2x+3y=4 egyenletet.
Az egyenletnek d'n= (2, 3, 6): 5=5 kiilonb6z6 megolddsa van. Eszrevehetd, hogy ebben az

esetben n= 5 és mint a= 2 mint b= 3 relativ prim az n szdmmal, ezért teljesen mindegy
melyiket ,,fejezziik ki”, vagyis melyik ismeretlent melyiknek a fiiggvényében kapjuk meg

(hiszen mint a mint b invertalhaték Z,-ben). Az el6z6 példa megoldasahoz hasonlé médon
kapjuk, hogy x= y+ 2, ahol ye {0, 1, 2, 3, 4.}, igy a megolddshalmaz a kdvetkezd:
1

A A

M={(2,0); (3.1); (4,2): (0;3):(1,4)}.



3. példa: Oldjuk meg Z,-ben a 2x+4y =3 egyenletet.
Az egyenletnek d-n= (2, 3, 6)- 5= 5 kiilonboz6 megoldasa van. Ezt a példat csupan csak azért
vdalasztottuk, mert a 2x+4y=3 egyenletnek nincs megolddsa a Z-n hiszen 3 nem oszthato
(2,4)= 2-vel, ellenben mint latni fogjuk, a Z -ben van megoldas, hiszen az n= 5 mellett, mivel

a=?2 és b=4,igy mint a mint b invertdlhaték Z-ben. Az el6z6 példak megolddsi menetét
kovetve kapjuk, hogy x=3y+4, ahol ye {0, 1, 2, 3, 4}, igy a megoldidshalmaz a
kovetkezé: M= {(4,0); (2,1);(0,2); (3;3);(1,4)}.

Il.eset:(a,n)=d, #1és(b,n)=d, #1:

A

Ebben az esetben mér nem 4ll az (a, n)=1 vagy (b, n)=1 egyike sem, vagyis sem a sem b
nem invertdlhat6 a Z halmazon.
Legyen (a,n)=d; és (b,n)= d, . Aszerint, hogy (d;, d>)# 1 vagy (d;, d»)= 1 két esetet sziikséges
megkiilonboztetni:

1. eset: (d;, dz)# 1
Legyen tehat (d;, d;)=d’ # 1. El6szor is lassuk be, hogy ha (a, b, n)= d akkor d= d’. Val6ban,
az (a, b, n)= d alapjan d la és d |b és d |n, ezért d |(a, n)=d, és d |(b, n)=d,, ezért
dl(d,, d,)=d’ . Forditva, mivel d’ = (d,, d,) ezért d’| d,= d,= (b, n) ezért
{endred|a ésdlbésdln, igydl(a b n)=d. Tehitd| d’ és d’| dalapjan d’ = d.
Igy az esetiinkben a kovetkezd feltételek allnak fenn:
dila, d1|nesd2|b d2|nt0vabba(d1, d)=d 1, ezérta=d-a;, b=d b ésn=d -, (©

Legyen x= X , y—Y az a x+b y=c egyenlet egy megoldisa a Z -ben, akkor
a-X+b-Y=c+kn, ahol ke N". De mivel a (f) feltételek alapjan az a, b, n szamok mindegyike
oszthat6 d’-vel, ezért az egyenletnek c tagja is oszthat6 kell legyen d —vel. Ezek alapjan tehat
leszogezziik a kovetkez0 esetet:

1.1) Ha (d;, d,)=d #1 és ¢ nem oszthatd d -vel, akkor az cAl-x+lA)- y :2 egyenletnek nincs
megolddsa a Z, -ben. Ez teljesen 6sszhangban van a 2. Tétel eredményével.

4. példa: Oldjuk meg Z, -ban a §x+ 21 y= § egyenletet.
Az el6z0 példatdl eltérden itt Z -ban szdmolunk, és (a,n)= 2 valamint (b,n)=4 és d’= (2,4)=2
nem osztja a c=3 szdmot, azért az adott egyenletnek nincs megolddsa a Z,-ban

A tovédbbiakban vizsgéljuk azt az esetet, amikor d e teljesiil. Ekkor az egyenlet

a-x+b-y=c az (f) feltételek alapjan igy frhaté: d-a, x+d-b, y=d-c, , ahol a;, b;, c; pozitiv
egész szamok. Mindkét oldalhoz hozzdadva a d-c, ellentettjét kapjuk, hogy:

d-(a,x+b y—c)=0 ami az eloz6 részben leirt Kovetkezmény-ben tirgyalt d-z=0,
(dn)= d#1, ze Z  alaku sajatos els6foku egyenlet és lattuk, hogy ennek az egyenletnek

k= (dn)= d darab kiilonb6z6 megolddsa van, és a megolddsok z = % alakuak,



aholme {0, 1, 2, ..., d-1}. Tehat a d-(a, x+b, y—c,) =0 egyenl0ség a Z -ben a d darab

A

a x+b y= cﬁ% egyenlet megolddsdhoz vezet, aholme {0, 1, 2, ..., d—-1}.

1.2) Ha (d;, d2))=d #1 és d |c akkor az a-x+b-y=c egyenletnek d-n szamu kiillonb6zo
megolddsa van Z -ben (a 3. Tétel szerinti is d'n szdmd megoldds van), gyakorlati
szempontbdl pedig, az eldbbi d szamu egyenletet kell megoldanunk.

5. példa: Oldjuk meg Z -ban a 2x+4y =4 egyenletet.
Az egyenletnek d'n= (2, 4, 6)- 6= 12 kiilonb6z6 megolddsa van. Ebben az esetben a= 2, b= 4,
c=4, n=6, (2,6)=2 ¢és (4,6)=2 ezért d =2. Az elobbiekben leirtak alapjén:

A A

2x+4y=4 & 2(x+2y—-2)=0 vagyis 2(x+2y+4)=0 ami 2-z=0 alaki, és ennek az
egyenletnek k= (2, 6)= 2 megolddsa van, amit az el6bbiekben leirtak alapjan a kovetkezd 2

egyenlet megoldasdhoz vezet: x+2y+4=0 vagyis x+2y=2 & x=2+4y (1), illetve

A A

x+2y+4=3 vagyis x+2y=5 & x=5+4y (2). A leirtak alapjdn mint az (1) mint a (2)
egyenletnek 6-6 kiilonb6zd (x,y) szampar megoldasa van. Ezeket konnylszerrel megkapjuk,

ha az (1) illetve (2) esetben az x =2+4y illetve x=5+4 yegyenletek esetén értéktidblazatot
készitiink Z, - ban.

2. eset: (dy,dy)=1
Ekkor tehat (a,n)=d; # 1 és (b,n)=d,# 1és a (d;, d2)=1 alapjan az (f) feltétel ezuttal igy alakul:
dila,d/|nésdy|b,dy|ntovabbd (dy, do)=1, ezért a=dya; , b=d; b, és n=d;- d> n; (f)

Ekkor tehdt az a-x+b-y=c < d,a x+d,b,y=c egyenlet esetén mivel n=d;" d; 'n; az
egyenletet (akarcsak a 3. Tétel bizonyitasdban) beszorozhatjuk tigy, hogy akar az x vagy akar

az y egyiitthat6ja 0 legyen, de egyidoben mindkettdé nem lesz nulla! Valdban, szorozzuk be az

A
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egyenlet mindkét oldalat az dl—el. Ekkor észrevehetd, hogy: a'z— y =an=0, de
1 1 1
~n o n . b o
b dﬁ # 0, mert ha feltételeznénk az ellenkezdjét, akkor "2 —k-n lenne ami azt jelenti, hogy
1

1

b= kd; és igy dr=(b,n)=( kd;, d;- d> 'n; ) = d; -( k, d» ‘n; ) oszthaté lenne d; —el, ami

ellentmond a (d;, d;)= 1 feltételnek. Tehat igy egy By =C (1°) alakd egyenletet kapunk, ahol

bn e

B -
dl dl

és b=d;"b; valamint n=d;- d, 'n; . Teljesen hasonlé médon beldthatd, hogy

A

ha az egyenlet mindkét oldalat di—vel szoroznank be, akkor egy Ax=D (2’) alaki
2

egyenletet kapnank, ahol A= M, D= cn és b=d;-b; valamint n=d;- d> ‘n; .
2 2

Mivel d’=(A,n) = (d}an,,d d,n)=d, -n-(d a,d)#1éd
d’= (B,n) = (d;bn,,d,d,n)=d, -n,- (d,b,,d,)# 1 ésd”

D=c'n;-d; tovabba

C=cny-d; is igaz



ezért mindkét esetben teljesiilnek az eldzd részben bemutatott 1.Tétel 3)-ik esetének a

A

feltételei, és igy az 1.Tétel alapjan (2°) egyenletnek d’ szdmud x megoldas van x = xﬁ%,
ahol me {0, 1, 2, ..., d'-1}, agyszintén az (1) egyenletnek d” szdmu y megoldas van és

y= yﬁ%, ahol me {0, 1, 2, ..., d —1}, ahol x,a(2) és y,az (1°) egyenleteknek egy-

egy partikuldris megolddsa. Mivel a (2’) egyenletnek a d’ szdmd x megoldasat, az (1°)
egyenletnek a d” szdmi y megoldasaitdl teljesen fiiggetleniil kapjuk meg, ezért az
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a-x+b-y=c egyenletnek a Z -ben az (ff) feltételekkel és jelolésekkel d’-d’’ szamu
megolddsa van, ami a 2. Tétel —el 6sszhangban d'n szamui megoldast fog jelenteni.

6. példa: Oldjuk meg Z,-ban a 4x+3y=1 egyenletet.

Az egyenletnek d'n= (4, 3, 6)- 6= 6 kiillonbdz6 megolddsa van. Ebben az esetben a= 4, b= 3,
c=1,n=6,d;,=4, 6)=2és d, =3, 6)=3 ezért (d;, d2)=(2, 3)=1.

Elészor szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat di:Z—vel és kapjuk, hogy:
2

2x=2 amelynek d’= (2, n)= 2 megoldasa van, és ezek x=1 és x=4. Most az adott

egyenletet szorozzuk be 2 3. mal és kapjuk, hogy 3y =3 amelynek d”=(3,n)=3 megoldasa
1

van, és ezek y=1, y=3, y=5. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy a 4x+3y =1 egyenletnek Z,-

ban 2-:3=6 darab (x,y) szdmparbol all6 megolddsa van, a kapott mindegyik x értéket

tarsitanunk kell a kapott mindegyik y értékkel, vagyis a megolddshalmaz elemei:

(1,1), (1,3 ), (1,5 ), (4,1), (4.3 ), (4,5 ). A 2. Tétel szerint is dn= (4,3,6)6=1-6=6
megoldas kell legyen.

Végezetiil egy olyan feladat megoldasat mutatjuk be, amelynek megolddsanal az 1.1)
és 1.2) eseteknél bemutatott eljards mindegyikét alkalmaznunk kell.

7. példa: Oldjuk meg Z,,-ben a 8x+ § y= lA() egyenletet.
Az egyenletnek d'n = (6,8,12)-12= 24 kiilonb6z6 megolddsa van. Az 1.1) eset alapjan a

A ~ 12-m

Ix+dy=5 —6m+5 , me{0, 1) vagyis a 3x+4y=5 (1) é 3x+dy=11 (2)

egyenleteket kell megoldanunk. Most az 1.2) eset feltételeiben taldltatunk, igy az (1) egyenlet

A

mindkét oldaldt — = 3-al beszorozva a 9 x =3 egyenletet kapjuk, amelynek a megolddsa
2

x:§+12'm

= 6m+3, me {0, 1, 3}, vagyis xe {3, 4, 7} és ezen értékek mindegyikére az

(1) egyenletbdl természetesen ugyanazt a 4-y=8 egyenletet kapjuk, aminek a megolddsa

12-m

y=2+ =3m+2,me{0, 1, 3,4}, vagyisazye {2, 5, 8, 11}. A megoldasokat a kapott

3 darab x érték mindegyikének a kapott 4 darab y értékkel vald tarsitdsa altal kapott 12



szampdar adja. Teljesen hasonléan jarunk el a 3x+4y=11 (2) egyenlet esetén is, ahol

ugyancsak 3-mal valé beszorzds utdn, ezittal a 9-x=9 egyenlet adddik, amelynek

megoldasai xe {1, 5, 9} és ezen értékekre a (2) egyenlet alapjdn mindhdrom esetben a

4.y =8 egyenlet adodik, az ye {2, 5, 8, 11}. Itt is a 3 darab x értéknek a 4 darab y érték
tarsitdsaval megkapjuk a masik 12 megoldast
Megjegyzések:

1)Ezittal is  megjegyezzikk, hogy az a x+b-y=c modulé-egyenlet és az

a-x+b-y=c(modn) kongruencia-egyenlet egyenértékiiek, ellenben ezittal is inkdbb az

oszthatdsdg ,nyelvezetét” valasztottuk, ugyanis ez jobb Osszhangban a tananyaggal, és
alkalmasabb a témakor konnyebb megértésére.

2) Az [1]-ben kongruencia-egyenletekkel, a 3. Tétel-nél hasznalt bizonyitdsi moddszerrel
indukcidval, a véltozok szdma szerint n ismeretlenes diofantikus egyenlet megoldasainak a
szamat is meghatarozzak.

3) Ugyancsak az [1]-ben kongruencia- egyenletekkel és egyenlet rendszerekkel, valamint
matrixok segitségével, eléggé komplex megoldasi mddszert olvashatunk a tobbismeretlenes
kongruencia-egyenletrendszerek megoldasara.



