AZ OKOSTELEFONOK ES A TABLAGEPEK A GRAFELMELETI
TEMAKOROK OKTATASABAN II.

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Az el6z6 részben (MatlLap 1/2016) szamos olyan jatékot mutattunk be, amelyeket
tulajdonképpen didaktikai jatékoknak nevezhetiink, mert ezek egyes grafelméleti fogalmak,
tulajdonsagok és eredmények gyakorlati kivitelezésére, modellezésére szolgaltak, mint példaul az
egyvonalas megrajzolhatdsagi problémak, az izomorf graf fogalma és sikgrafok, a Hamilton utak
fogalma. Ezek a jatékok az okostelefonokon és a tablagépeken, az Androidos rendszereken futnak, igy
a hasznalatuk a didkok keze ligyében vannak.

Ebben a részben egy Ujabb témakort veszink nagyitd ala, az egyvonalas bejarhatdsagi
problémakat, amelyeknek az elméleti hatterét vizsgaljuk meg.

Egyvonalas bejarhatosagi problémak

Az egyik legrégebbi bejarhatdsagi probléma az Ugynevezett Kdnigsbergi hidak problémaja. A
probléma torténete az, hogy a poroszorszagi Konigsberg (most Kalinyingrad, Oroszorszag) varosban 7
hid ivelt at a vdrost atszel6 Prégel folydn Ugy, hogy ezek a folyd két szigetét is érintették. A
konigsbergiek azzal a kérdéssel fordultak Eulerhez, vajon végig lehet-e menni az 6sszes hidon ugy, hogy
mindegyiken csak egyszer haladjanak at, és egyuttal visszaérjenek a kiindulépontba.
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1736-ban Euler bebizonyitotta, hogy ez lehetetlen. A térténethez hozzatartozik az a legenda is, hogy

1750 kordl allitélag a konigsbergi elit tagjai rendszeresen sétalgattak vasarnaponként a hidakon, hogy
egy olyan utvonalat taldljanak, amely megfelel a fenti feltételeknek.

A bizonyitasa soran Euler a problémat a grafelmélet nyelvén fogalmazta meg, azaz leegyszer(sitette
azt: a foldeket, azaz a folyo partjait beleértve a szigeteket is csomdpontoknak, a hidakat pedig éleknek
tekintette a mai megfogalmazas szerint. Az igy létrehozott csomdpontok és élek pedig egy grafot
hatdroznak meg.
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Vegylik észre, hogy a grafnak mind a 4 cstcsanak a fokszama paratlan szam, ami azt jelenti, hogy a

grafban nincs sem zart sem nyilt Euler Ut (v.6.: MatLap 1/2016, 3. oldal). Ez tulajdonképpen azt is
jelenti, hogy a kért séta nem valdsithaté meg.

Nézziink most néhany bejarhatdsagi problémat:



1. Két szigetet az aldbbi dbran [athatd mddon 15 hid kot 6ssze egymassal és a parttal.
Bejarhatd-e a 15 hid ugy, hogy mindegyiken pontosan egyszer haladjunk at?

Haaz A, B, C, D, E és F szarazfoldeket egy graf cslcsainak, aza, b, c, d, e, f, g, h,i, k, I, m,n, p és
g hidakat egy graf éleinek tekintjik, lathatjuk, hogy minden csucs fokszdma pdéros, kivéve a D és az E
csucsot, melyek fokszama pdératlan. igy Euler 2. tétele értelmében (v.5.: MatLap 1/2016, 3. oldal)
|étezik nyilt Euler-ut. Egy ilyen nyilt Euler Ut az élek (hidak) szerint az [abcdefghikmnpqt].

A bejarhatdsagi problémak egy érdekes osztalyat képezik azok, amelyeknél példaul egy épilet
alaprajza szerint kell ajtékon athaladni.

2.- 3. Az alabbi két abran lathato alaprajzok esetén barhonnan indulva, végig lehet-e menni
minden ajtdn pontosan csak egyszer?
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Mivel minden cstucspont fokszama paros szam, ezért Euler 1. . l_/' 1 —i
tétele értelmében a grafban van zart Euler Gt, vagyis a bejdrds | I—H—I—HL»—I i
lehetséges, s6t visszajuthatunk ugyanabba a cstcsba ahonnan I_T T —\ _-|- B
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indultunk. Egy lehetséges bejaras példaul a mellékelt dbran lathaté: _‘,u|' ')

A masodik esetbe a graf a kdvetkezd:




Mivel a grafban tobb mint két csucs fokszdma pdratlan szam, ezért a graf nem rajzolhaté meg egy
folytonos vonallal, vagyis a tervezett séta nem valdsithaté meg.

Erdekes szérakoztato feladatok a kdvetkezék:

4. A Kovdacs csaldd az aldbbi abran feltlintetett alaprajzu lakast szeretné megvasarolni. A lakas
D helyiségébe, a nyillal jel6lt bejarati ajton l1ép be. A lakas melyik helyiségében tartézkodik most, ha

mindegyik ajtén pontosan egyszer halad at? 553
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Olyan helyiségben nem tartézkodhat, amelynek paros szamu ajtaja van, mert akarhanyszor ment is be
oda, ki is kellett jonnie. Elkészitve a séta grafjat, mivel csak 2 csucs fokszama paratlan, és mivel a
D-bél indult, minden élen egyszer haladt at, tehat az A-ban kell legyen.
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5. Stsli minden délutan belép a palotaba a nyillal jelolt bejaraton, majd végig jarja a palota
9 termét Ugy, hogy kézben minden ajtdn egyszer megy at. Sétdja végeztével lelil a gyermekszobdban,
és mesét mond a kis kiralyfinak. Hanyas szam jel6li a gyermekszobat?
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A 7-es szoba kivételével minden szobanak paros szamu ajtaja van, a 7-esnek harom. Ha Siisii minden
ajtén egyszer megy at, akkor nem maradhat azokban a szobakban, amelyeknek paros szamu ajtajuk
van. A mellékelt abra grafjat tekintve, pontosan két cstics fokszama paratlan, a 2-es és a 7-es csUcsé,
tehat ha a séta a 2-es csucsban kezdddik, akkor a 7-esben ér véget. Tehat ez a gyerekszoba.

Hasonl6 otleten alapszik a kovetkez6 feladat is:

6. Ez egy irodahaz egyik emeletének alaprajza. Pistike apja itt dolgozik. Mivel a kamrakulcsot
elvitte magaval az apuka, Pistikét utana kildték. Pistike Osszevissza bolyongva bejarta az egész
éplletet, minden ajton atment, de mindegyiken csak egyszer. Végil megtalalta az apukat. Melyik
szobaban?
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A 7-es szoba kivételével minden szobanak paros szamu ajtaja van, a 7-esnek harom. Ezért apuka a 7-
es szobdban van. Az érdekl6d6 Olvasdnak javasoljuk, hogy készitse el a feladat grafjat is!

8. Betorét fogtak a bankban, melynek alaprajza az abran Iathatd. A betorGt a széf kinyitasa
kozben fllelték le, és a biztonsagi rendszer kamerai segitségével megallapitottak, hogy minden
ajtén pontosan egyszer ment at, mire iddig eljutott. Melyik helyiségben van a széf?
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Mivel a feladat megolddsa az elGbbiekhez hasonld, ezért a megoldast az érdeklédé Olvaséra
bizzuk!

9. A mellékelt abran lathatd varosrész utcahdaldzatat egyetlen ontdz6kocsinak kell végig
locsolnia. A kocsinak az x pontbdl kell indulnia és oda kell visszatérnie. A nyillal jel6lt utcakon a nyil
iranyaban egyiranyu a forgalom. Egyirdnyu utcakon egyszer kell végig haladni, azonban a kétiranyu
utcdk mindkét oldalat be kell jarni. Az utkeresztez6désekben kanyarodasi korlatok nincsenek.
Készitslink gazdasagos bejarasi tervet a kocsi szamaral

A feladat grafja a mellékelt dbran lathatd. Ezattal irdnyitott grafrdl van sz6, de ebben is érvényes az
Euler tétele. Mivel a graf minden fokszama paros, és minden csticsnal a bemend élek szama egyenlé
a kijové élek szamaval (vagyis a befok egyenl6 a kifokkal) ezért Euler-graf, tehat a kért bejaras
elvégezhet6. Az abrdn 1-t6l 18-ig szdmozva a bejarasi sorrendet jel6ltik meg.

10. Egy majomcsalad az erd6ben 6t fan él. Két fa
kozotti nyil jelentése: errdl a fardl arra a fara ment a 0‘0
majomcsalad. A nyilak segitségével allapitsd meg, hogy hol \
toltotték az éjszakdjukat, és jelenleg hol tartézkodnak!

Indokold meg a vélaszodat! ° o

Ahol a bemené nyilak szama megegyezik a kimené nyilakéval, ott nem lehetnek, mert
ahanyszor az adott fara mentek, ugyanannyiszor el is hagytak azt. Most azon a fan vannak, ahol t6bb
a bemend, mint a kimend nyil. Azon a fan éjszakaztak, ahol tobb a kimend nyil, mint a bemené nyil.
Tehat az 5. fan éjszakdaztak, és most az 4. fan vannak.

Szintén bejarhatésagi problémak kézé tartoznak a kdvetkezé konstruktiv megoldason alapuld
példak is:

11. A kovetkez6 rajzon egy palota alaprajza lathatd, amely alagsoraba két bejaraton (az A-n és
a B-n) keresztiil lehet bejutni. A jobb felsé sarokban levé K-val jelolt kamrdban taldlhaté a kincs.
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Lehetséges-e, hogy valamelyik bejaraton elindulva, minden szobdn pontosan egyszer
athaladva eljussunk a kincshez?
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Egy lehetséges megoldds a mellékelt abran lathatd. Az érdekl6d6 Olvasdra bizzuk, hogy
készitse el a feladat grafjat, ami elméletileg aldtamasztja az ut |étezését és megszerkesztését.

12. A mellékelt abrdn 64 db egyforma, haromszog alaku csempével kirakott fal lathaté. Egyszer
egy szeszélyes takaritond a fal csempéinek a tisztitdsat a legfelsé csempével kezdte, és mindig az
el6z6leg tisztitott csempe egyik szomszédjaval folytatta. (Két csempe szomszédos, ha van koz0s
oldaluk.) Mennyi a legtébb csempe, amelyet a takaritoné megtisztitott, ha egy csempét sem tisztitott
kétszer?
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A mellékelt abran egy ilyen tisztitast latunk, és az is leolvashatd, hogy éppen 7 csempe marad
ki a tisztitas aldl. Az érdekl6dé Olvasdnak javasoljuk, hogy készitse el a feladat grafjat, ami elméletileg
aldtamasza a kapott eredménytinket.

13. Az A-val jelolt ajtobdl indulunk és a B-vel jeldltbe érkezlink, minden szobdn csak egyszer
haladunk at. Mennyi a legtdbb 6sszegytijthet6 pont?

Egy konstruktiv megoldast a mellékelt abran lathatunk, miszerint a lehetséges 96 pontbdl
legtobb 95 gy(ijthetd 6ssze!

Vegylk észre, hogy az utébbi harom feladat esetén nem Euler utakat kellett keresstink, hanem
Hamilton utakat, és mint kbzismert, ezek esetében nincsenek az Euler tételeihez hasonlé eredmények.

Befejezésiil megjegyezzilk, hogy ezuttal nem neveztiink meg didaktikai jatékokat, ugyanis a
kovetkez6 részben folytatjuk az elméleti és gyakorlati megalapozasokat az ide kapcsolddd labirintus
bejarassal valamint a kromatikus szamokkal kapcsolatosan, és ott megfelel6 didaktikai jatékokat is
bemutatunk.



