AZ OKOSTELEFONOK ES A TABLAGEPEK A GRAFELMELETI
TEMAKOROK OKTATASABAN IIl.

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Az el6z6 részben a bejarhatdsdagi problémak elméleti és gyakorlati hatterérél olvashattunk.
Ebben a részben eldszor is - mint az el6bbiek folytatasaként- labirintus problémakkal foglalkozunk,
majd egy Ujabb témakort mutatunk be, a grafok szinezési problematikajanak teriletérél.

Labirintus bejarasi problémak

A labirintus, vagy Utveszt6 vilagszerte szamos kultiraban jelen van, az 6skortdl napjainkig.
Ertelmezése az id6k soran alig valtozott: ,helyiségek és folyosok bonyolult hélézata, ahol az
elrendezésbél adéddan nehézségekbe iitkozik a tdjékozddas és a kijutas.”

A labirintus a klasszikus gorog mitoldgia szerint szobakbdl és folyosdkbdl allo athatolhatatlan
épitmény, amelyet Mindsz, krétai kirdly parancsara Daidalosz, a legendds hir(i ezermester készitett a
kndsszoszi kiralyi palotdban. A kiraly ide zarta Mindtauroszt, az ember testd, bikafejl szornyet, akit
Thészeusz, Athén hercege a krétai kiralylany, Ariadné segitségével legy6zott. Mindsz kirdly ledanya egy
gombolyagot adott Thészeusznak, aki miutdn megklizd6tt a szérnnyel és végzett vele, a fonalat
visszafelé kovetve kijutott a labirintusbdl. Daidalosz a labirintus megépitése utdan a maganak készitett
viaszszarnyak segitségével menekiilt ki a szovevényes épitménybdl, majd fidval Ikarosszal egyiitt Kréta
szigetér6. A labirintus 5000 éves szimbdlum, amely eredetileg a temetkezésekhez, a halottak
kultuszahoz kapcsolddott, majd a halalbdl vald Gjjasziletés jelképeként mint belsG Ut—beavatasi at,
mitikus jelentést hordozott és a termékenységkultuszok részévé valt.

Manapsag a hétkdznapi életben a labirintusok inkdabb szdrakozads szamba mennek, akar
rejtvényes, akar jatékos formakban vagy kivitelezésekben, mindig éilmény marad egy-egy labirintusbol
vald kiut megtalalasa.

Miel6tt belépnénk a labirintusok sajatos vildgaba, nézziink egy alkalmazast, amelyik magdba
hordozza a labirintusokbdl vald kijutasok alapotletét.

1. Egy képtarlat minden termében (1-t6l 12-ig szamozva), minden falon meg akarjuk tekinteni a
kiallitott festményeket agy, hogy a sétank a lehetG legrévidebb legyen, és visszajussunk a kiindulasi
pontba. Hogyan lehetséges ez, ha a képtdr alaprajza a kévetkezé:
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Egy ilyen sétat az Ugynevezett , jobbkézszabaly” segitségével ejthetiink meg, ami azt jelenti, hogy amint
egy ajton belépink, mindig jobbkéz irdnyaba folytatjuk az utunkat, amikor elhagyjuk a szobat akkor is,
és igy tovabb. Az el6z6 abrakon a jobbkéz szabdaly szerinti bejarast lathatjuk.

Nézziink most egy masik érdekes alkalmazast, amelynek a megoldasanal szintén a jobbkéz
szabaly jatszik donté szerepet.



2. Amellékelt dbran egy szoborpark lathaté (a szobrok a pottydk). Ugy akarunk az A-bél indulni,
és a lathaté utak mindegyikén minél rovidebben végig haladni, hogy minden szobrot korkorésen
megnézziink (de csak egyszer korbe), és visszajussunk az A bejarathoz. Az egyes jardaszakaszokon
legfeljebb egyszer haladhatunk végig. Lehetséges-e egy ilyen séta?
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Igen, lehetséges egy ilyen séta, ha a jobbkézszabalyt kdvetjik, egy séta az el6z6 abran lathatd.

=S

Térjink most ra a labirintus problémak tanulmanyozdasara. Az elGbbi két példa esetén a séta
aranylag kénnyen megvaldsithatd volt, hiszen semmiféle akaddly, zsakutca nem volt. Ellenben a
labirintusokban zsakutcdk is vannak, ezek teszik bonyolulttd és egyben érdekesebbé egy labirintus
bejarasat. Ugyanakkor kénnyen elképzelhetd, hogy egy labirintusban rengeteget lehet féloslegesen
bolyongani, de minket az érdekel, hogyan lehet egy labirintusbél minél hamarabb (minél rovidebb
uton) kijutni. Ezért lesz szlikség arra, hogy a grafelmélet segitségével vizsgaljuk a legrovidebb kiutat a
labirintusbdl.

3. Alabirintus minden folyoséjat végig kell jarjuk, a lehet6 legrovidebb aton, és az x-bél indulva,
ugyancsak az x-be kell megérkezziink. Hogyan lehetséges ez?
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A labirintusnak egy grafja a mellékelt dbran lathatd. A graf minden élén pontosan 2-szer kell végig
haladnunk, az x-bél indulva, az x-be kell érkezni. Az éleket megszamoztuk.

Egy Euler-kor a kovetkez6: 1, 2, 3, 4,5, 5, 13, 12, 12, 13, 4, 3,9, 10, 6,6, 7,7, 10, 11, 11, 8, 8, 2, 1.

4. Az dbran lathato labirintust a lehet6 legrévidebb Uton kell bejarni gy, hogy az x-bél
indulunk, minden folyéson korbe kell jarjunk, aztan visszaérjink az x-be.

Hogyan lehetséges ez Ugy, hogy minél révidebb utat tegylink meg?



A labirintus gréfja a mellékelt dbran lathatd. Feladatunk, hogy ebbe keressiink egy Euler-kort, ami az
x-ben kezdédik, és ott is ér véget. Mivel minden csucs fokszdma pdros, ezért van Euler-koér. Mindig a
fal mellett jobbra haladva elv alapjan egy Euler-kér a kovetkezé: x, b, ¢, b, d, f, g,i,j,1,i, k,j,i,h, g, h, i,
g f, h,fd, e d,b,x a,x.igy minden élen csak egyszer mentiink at, és visszajutottunk a kezdSpontba.

Az okostelefonokon és a tablagépeken szamos labirintus jatékot tdlthetiink le a Play Aruhdzbdl,
és ezek szorakoztatd logikai jaték szamba mennek, de egyben didaktikai jelleggel is birnak. Az
Aruhazban a Labirintus vagy az angol Maze szét irva be a keresébe, kiilénféle labirintus jatékokat
taldlunk, akar 3D-s valtozatban is. A labirintusbdl valé kijutdsndl is a jobbkézszabalyt érdemes kdvetni.
vegylk észre, hogy a labirintus jatékok sokkal dinamikusabbak ha nem papiron oldjuk, ahol a hibakat
ki kellene radirozzuk, hanem az okostelefonokon és tablagépeken interaktivan tajékozédhatunk a
labirintusokban. Ha a legrévidebb bejardsi vagy kijutasi utat keressiik, akkor természetesen a labirintus
grafja az elméleti tdmpontunk.

A klasszikus labirintus jatékok koézil javasoljuk a Flow Free jatékot, amelyben egy négyzet
keretein belil azonos szinl pontparokat kell Uttal 6sszekotni, akadalyok kiker(ilésével. Ezzel hasonld
jatékok még a Max Match Number Dot Link, Diagonal Flow, szines Flow, Cicle Pie Free Flow, Draw Line
Classic, Connect the Dots: Draw Lines, Loops and Flows, Dots: Game About Connecting.

Ezek utdn valtsunk témakort, és kalandozzunk el a grafok szinezési problémdinak a
birodalmaban.

Grafok szinezési problémai

A grafelméletben grafok szinezésének nevezzilk, amikor szineket (vagy szamokat) rendellink
egy graf cslcsaihoz, esetleg éleihez. A cslcsszinezés a kiindulépontja a szinezéseknek, tulajdonképpen
valamennyi szinezést erre vezetnek vissza és ily médon tanulmanyozzak. Hogy milyen céllal végzik ezt?
Nézzik csak az alabbi térkép részletet.

A térképnek 4 tartomadnya van, ezek mindegyike egy-egy szinnel van kifestve, legyenek ezek 1, 2, 3, 4.
Tekintslink mind a négy szin( tartomanyban egy-egy pontot. Ezeket 6sszekotve egy grafot kapunk. A
graf csucsai legyenek ugyanolyan szinliek, mint a tartomanyok ahonnan valdk, vagyis 1, 2, 3, 4.

Beldthato, hogy a kdvetkezs két kijelentés egymadssal egyenérték:

(1) A négy tartomany mindegyikét kiszinezziik egy-egy szinnel ugy, hogy az egymassal érintkezd
tartomanyok kilonb6z6 szinliek legyenek.

(2) A graf négy csucsat ugy szinezzik ki, hogy egy él két végpontjan levd csicsok nem lehetnek
azonos szinlek.



A leirt milveletet a graf szinezésének nevezziik. Az els6 grafszinezési eredmények sikbarajzolhatd
grafokkal voltak kapcsolatosak, a legfontosabb feladat térképek szinezése volt. Amig Anglia megyéit
probaltak meg szinekkel ellatni, Francis Guthrie megfogalmazta a négyszin-sejtést, miszerint 4 szin
elegend6 a kilonbo6z6 tartomanyok megfestéséhez, ha szomszédos tartomanyok kiilonb6z6 szineket
kapnak. Guthrie testvére tovabbitotta ezt a kérdést a matematikatanara, Augustus de Morgan felé, aki
szintén megosztotta a sejtést William Hamiltonnal. Arthur Cayley 1879-ben vetette fel a problémat a
London Mathematical Society egy talalkozéjan. Még ebben az évben Alfred Kempe nyilvanossagra
hozta bizonyitasat, és egy évtizeden at helyesnek itélték. 1890-ben Heawood belatta, hogy Kempe
bizonyitasa hibas volt. A kdvetkez6 évszazadban rengeteg 6tlet merilt fel, hogy sikeriiljon ezt a szamot
4-re leszoritani, végilil csak 1976-ban sikeril Kenneth Appelnek és Wolfgang Hakennek helyes
bizonyitast adnia. Meglepetésre Heawoord és Kempe elgondoldsait hasznaltak fel, szamottevé
kiterjesztés nélkil. A négyszin-tétel bizonyitasa volt az els§ szamitdgépre alapozott bizonyitas.

A négyszintétel tehat a kovetkezé: egy tetsz6leges régidkra osztott sikot, akar egy politikai térképet
egy orszag megyéirdl, ki lehet Ggy szinezni legfeljebb négy szin felhasznalasaval, hogy ne legyen két
azonos szinld szomszédos régid. Grafokkal megfogalmazva pedig a kovetkez6: Ha G egy sikba rajzolhato
graf, akkor a graf szinezéséhez elegend6 4 szin.

A grafok szinezése szoros kapcsolatban all a kromatikus szdmmal. Egy G graf csucskromatikus
szama az a legkisebb pozitiv egész szam, amennyi szinnel kiszinezhet6k a graf csucsai ugy, hogy egy él
két végpontja nem lehet azonos szind. Ezt a szdmot X(G)-vel jeloljik. Teljesen hasonldan értelmezik az
élkromatikus szamot is.

A grafszinezést az 1970-es évek 6ta tanulmanyoztak algoritmuselméleti problémaként. Nagyon sok
megoldatlan kérdés van a grafok szinezése terén, viszont szdmtalan érdekes hasznalata is van a
grafszinezésnek. Mar maga a csticskromatikus szam megallapitasa érdekes és egyben szérakoztatod
kihivas. Ezt a tényt kihasznalva, a Play Aruhdzban 3 érdekes jatékra leltem, amelyek cstcskromatikus
szamokkal kapcsolatosak és szérakoztatd jellegiik miatt egyben didaktikai jelleglik is van. A
legegyszer(bb jaték a Graph Puzzle. A feladat az, hogy adott graf esetén a csucsait szinezzlik ki ugy,
hogy egy-egy él végpontjain a szinek ne legyenek egyformak. Sajnos ez a jaték csak 6 palyat tartalmaz,
de a szerzG leirasa szerint szandéka van béviteni a jatékot. A masodik jaték a Chromatic Puzzle, amely
annyi Ujitast hoz, hogy a grafok ugymond lebegnek, vagyis mozgathatdk a csicsaik, ezaltal konnyebb
latni, hogy mely cstucsokat kotnek Gssze élek. A jatékban tobb szint is van, a konny(it6l egészen a
nagyon nehéz szintig. Mindkét jaték menete az, hogy egy adott szinre ratapintunk, és azzal annyi
csucsot szineziink ki amennyit akarunk, majd szint valthatunk. A program egyetlen hatranya talan az,
hogy aranylag terjedelmes, mert kozel 24 MB-ot foglal a telepitéskor. A harmadik jaték a The Appies:
Graph Puzzle, a nemében egyedi és érdekes, hasznos és szérakoztatd. Szintén grafokkal taldljuk szembe
magunkat, na meg a szinek helyett szines kis mandkak (appies) amelyeket ra kell hidzni a graf valamely
csucsaira ugy, hogy egy él két végpontjan a mandk szine kilonb6z4 legyen. A jatékban annyi Gjitas
taldlhato, hogy az egyes szines mandkak mellett egy-egy szam is taldlhatd ami azt jelzi, hogy hanyszor
is kell Sket felhaszndlni. igy egy taktikat is sugall, hogy elébb egyetlen szint fogyasszunk el Ggy, hogy
azt helyezzik el, aztan folytassuk egy masik szinnel ugyanugy, ne pedig Gssze vissza szinezzlink. A jaték
nagy erénye az, hogy 72 szintbdl all, a kezd6t6l kezdve egészen a nagyon nehézig.

A bemutatott jatékokrdl elmondhatd, hogy amellett, hogy jatékok sok didaktikai toltettel
rendelkeznek, hiszen jaték kozben egyben tanulhatunk is és f6leg a cselekvés miatt interaktivan tudunk
a diakokkal fogalmakat, eredményeket elsajatittatni.

Végezetill reméljiik, hogy a bemutatott cikksorozattal sikeriilt érdekesebbé, tartalmasabb3,
hatékonyabba és szdrakoztatébba tenni a grafelmélet tanitdsanak egyes fejezeteit!



