Az okostelefonok és a tablagépek a grafelméleti témakorok
oktatdsanak a szolgdlatdban

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Az [1]-ben bemutattuk azt, hogy miként hasznalhaték a zsebszamoldgépek a sorozattal
kapcsolatos témakorok oktatasaban. A zsebszamoldgépek altal sikeresen lehetett szemléltetni és
érzékeltetni a sorozatok monotonitdsat, korlatossagat és a konvergenciadjat. Mindehhez nem kellett
okos telefon, csupan a szamoldgép.

Most ellenben megmutatjuk, hogy az oktatdsban, miként haszndlhatjuk sikeresen az
okostelefonokat meg a tablagépeket. Es ezuttal nem csak a kézdnséges szamoldgépet, hanem az
okostelefonok és tablettek ,okossagat” is hasznaljuk, vagyis az 6sszes biztositott lehet6ségeket. Erre
azért fokuszalunk, mert egyre tobb orszagban vezették be mdr az elemi osztdlyos oktatasba a
tablagépek hasznalatat, amit egyébként az orszagunkban is szorgalmaznak. A tovabbiakban az ilyen
téren, egy ugymond Gttor6 munkdmrol szamolok be.

Megemlitjik, hogy az okostelefonok és tablagépek nagyrészén az Android operacids rendszer
4.x.x verzidja fut, ami szdmos lehetdséget nyujt az oktatds terén is. Kozismert, hogy ezekre az
eszkozokre az alkalmazédsokat és programokat a Play Aruhazbél lehet telepiteni (a Windows feliilet
alatt az ugynevezett Play Store a https://play.google.com/store linken érheték el ezek). Ha az

aruhdazban elég lgyesen szorfozink, akkor szdmos olyan alkalmazast taldlhatunk, amelyek sikeresen
hasznalhatok az oktatasban.

Ismeretes, hogy a 11. osztalyos matematika M2-es tantervének a Il. félévre sz6l6 elGirdsai
alapjan a tanuldoknak a Grafelmélettel kell megismerkednilik. Ez nagyon latvanyos és tanulsagos
témakor, amit megéri, hogy az okostelefonokkal és tablagépekkel még Ilatvanyosabb3,
gyakorlatiasabba tegyiink. Ebben a témakorben legtébb fogalmat, ismeretet csak amolyan statikus
formaban tanulhatunk meg, példdul amikor keressiik bizonyos alakzatnak az egyvonalas
megrajzolhatdsagdt, ha nem jartunk sikerrel mar elsére, akkor uUjabb meg ujabb rajzokat,
probalgatasokat kell végezniink. Ellenben, ha az Android platform lehet&ségeire gondolunk, akkor ezek
az elméleti jellegli prébdlkozdsok konkrét cselekvéssé alakithatok at, és igy a didkok szamdra sokkal
tanulsagosabb, érdekesebb és eredményesebb.

Az elkévetkez6kben azt mutatom be, hogy egyes grafelméleti témakorok miként tanithatdak
interaktivan az okostelefonokkal és tablagépekkel, milyen alkalmazasokat valaszthatunk, amivel a
didkjaink tulajdonképpen szivesen eljatszadoznak, de egyuttal komoly tanulasi folyamatot is
jelentenek, de a didkokhoz kdzelebb &ll6 forméban, a jaték formajaban. Es ezt tanérakon kivil is
szivesen végezték, ugyanis jatéknak nyilvanitottak, és nem a megszokott, unalmas tanuldsnak. Es
mindez azért van igy, mert nem a szdraz ismeretek, értelmezések, tételek, eredmények
felsorakoztatdsdval dallnak szembe, hanem konkrét targyis cselekvéssel kisérleteznek ki dolgokat,
jonnek ra maguktdl bizonyos Gsszefiiggésekre, és gyakorolhatjak is azokat, de mind mind cselekvés
utjan. Természetesen az ilyen interaktiv oktatds nem mell6zi az elméleti oktatast, csupan kiegésziti és
érdekesebbé, hatékonyabba teszi azt. Ez azt jelenti, hogy el6bb megismerkednek az elméleti
alapfogalmakkal, tételekkel, eredményekkel, de utdna az egész elmélet atalakulhat jatékos formaba.

En személyesen, harom témakér tanitasat kisérleteztem ki, amelyek a kdvetkezdk:

1) Az egyvonalas megrajzolhatésagi problémak, az Euler utak kapcsan.
2) Azizomorf graf fogalmanak az elmélyitése



3) A Hamilton utak gyakorlati szemléltetése

A tovabbiakban tehat bemutatjuk az elméleti hatteret, ami nélkil az oktatds lehetetlen lenne,
majd a konkrét gyakorlati cselekvés, a jaték formajat és lefolyasat is bemutatjuk.

Az egyvonalas megrajzolhatdsagi problémak elméleti hattere

Ismert, hogy a graf a graph=rajz Angol sz6bdl ered, pontokbdl és vonalakbdl allé alakzat. A
pontokat a graf csucsainak, a vonalakat a graf éleinek nevezziik. A grafok lehetnek iranyitatlan,
iranyitott vagy vegyes grafok aszerint, hogy az élei nem iranyitott vagy éppen iranyitott szakaszok,
illetve mindkettd szerepel.
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Barmely grafban a csucsoknak van fokszamuk. Ezek az illet6 csucshoz tartozé élek szamaval
egyenlG. Iranyitott vagy vegyes grafok esetén még beszéliink kifokrdl és befokrdl, a csticsbél kimend
illetve oda befutd irdnyitott élek szdma miatt.

A grafban egy séta, csucsoknak és éleknek a valtakozd sorozata amely csuccsal kezd&dik és
csucsban végzédik, és minden csucs szomszédos az 6t megel6z6 és 6t kovets éllel, illetve minden él
két végpontja az 6t megel6z6 és 6t kovetd csucs. Egy séta zart, ha az elsé és az utolsd cslcsai
megegyeznek, killdnben nyitott.
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Vonalnak nevezziik a graf csucsainak és éleinek azt a sordt, amelyben az élek a megfeleld
csucsokat kotik 6ssze és az élek nem ismétlédnek (tehat egy csucs tobbszor is szerepelhet, egy él,
nem).

Az ut a grafban élek olyan egymashoz csatlakozé sorozata, melyben sem él, sem pont nem
fordulhat el6 egynél tébbszor.
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Az Ut lehet irdnyitatlan, vagy irdnyitott. Iranyitatlan Ut, az élek olyan sorozata, melyben
barmely két szomszédos élnek van kézos pontja. Iranyitott Gt, élek olyan sorozata, amelyben
barmely él végpontja azonos a kovetkez6 él kezd6pontjaval (kivéve az utolsot).

Kor a grafban, a kezd6pontjaba visszavezets utat, azaz olyan élsorozatot, amely a
kezd6pontjaba tér vissza és benne minden él csak egyszer szerepel.
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Az Euler-kor a grafelmélet specialis sétainak egyike. Ha egy graf MINDEN ELEN pontosan
egyszer haladunk at, akkor ezt az utat nyilt Euler-vonalnak (Gtnak) nevezzik. Ha egy graf MINDEN
ELEN pontosan egyszer haladunk at, és visszajutunk a kezdSpontba, akkor ezt az utat Zart Euler-
vonalnak (utnak) vagy egyszer(ien Euler-kér —nek nevezziik.

Ennek kapcsdn a kovetkez6 tipusi problémdkat fogalmazhatjuk meg: Az aldbbi abrak
megrajzolhatdak-e folytonosan egy vonallal? Ha igen, akkor hol kezd6dik és hol ér véget a rajzolas?

A kérdés megvalaszolasanak az elméleti alapjat a kovetkez6 két tétel képezi:

1.Tétel:
A graf akkor és csakis akkor rajzolhaté meg egy vonallal ugy, hogy barhol kezdhetiink, és ugyanoda
ériink vissza, ha MINDEN csucs fokszama pdros szam.

2.Tétel:
Ha egy grafban pontosan 2 cslcs paratlan fokszamu, a tébbi paros, akkor a graf megrajzolhaté egy
vonallal, az egyik pdratlan fokszamu csucsban kezdlink, és a masikba érkeziink.

Euler tételeinek kovetkezményei:

1. Kovetkezmény: Ha egy grafnak 2-nél tobb cslcsa pdratlan fokszamu, akkora graf NEM rajzolhatd
meg egy vonallal.

2. Kovetkezmény: Ha egy 6sszefliggd grafban a pdratlan foku csucsok szama 2k, akkor grafot k kdzos él
nélkdli grafra bonthatjuk. Tehat a graf egyvonalas megrajzolasanal (k-1)-szer kell felemelniink a
ceruzat, legkevesebb ennyi él nem rajzolhatd meg, ha egy vonallal rajzolunk.




Amit az okostelefonokon és tabletteken megvalésithatunk

Az okostelefonon vagy tablagépen menjiink be a Play Aruhazba és ott a keresébe irjuk be, hogy One
touch drawing, ami az egyvonalas megrajzolhatdsaggal hoz be alkalmazasokat. A keresés utan a
kovetkez6ket lathatjuk:
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Ezek mind mind olyan ingyenes alkalmazasok, amelyek egyvonalas megrajzolasokkal
foglalkoznak. Telepitsiik sorra Gket, és probalkozzunk, hogy melyiket is szeretjiik meg. A programok
(jatékok) nagymértékben ugyanazt tudjdk, de masképpen kivitelezve. Minden esetben alakzatokat
(grafokat) kapunk, amelyeket az ujjainkkal kell megrajzolnunk éspedig lgy, hogy minden vonalon
pontosan csak egyszer menjlink végig. Ezuttal tehat nem kell a papiron a ceruzaval prébalkozni, hanem
az Ujunkkal addig rajzolgatunk, amig sikeril. A rajzolgatdsok soran kévessiik a megrajzolasra kitlizott
graf csucsainak a fokszamat, mert eszerint konnyebben megrajzolhatjuk.

Az Euler tételeinek értelmében azt kell megfigyelniink, hogy a csicsok fokszama mind péros
szam-e, vagy van-e 2 paratlan fokszamu. Ha mind paros fokszamuak, akkor kisérletezziik ki, hogy a
rajzolast barmelyik csticsban elkezdhetjik, és ugyanoda érkeziink vissza, ahol elkezdtik. Amennyiben
van két paratlan fokszamu csucs, prébaljuk meg a rajzolast, hogy egy paros fokszamubdl indulunk ki.
Hamar rajoviink, hogy a prébalkozasaink eredménytelenek. Tébb prébalkozas utan belathatjuk, hogy
valamelyik pdratlan fokszamu csuicsban kell elkezdeniink, és a masik pdratlan fokszdmu csicsban ér
véget a rajzoldsunk.

A jaték azért is érdekes, mert a programok Ugy vannak megszerkesztve, hogy nagyon sok féle
graffal taldlkozhatunk, szintek vannak, amiket teljesiteni kell, s6t tobb préba csoportositva igymond
vilagokat alkot. Ez a szerkezet arra 6sztonzi a tanuldkat, hogy egyre tobb grafot megrajzoljon, igy sok
sok tapasztalatot szerez, és egyben érdekes, hasznos és tanulsagos id6toltés is. A tanuldk szivesen
foglalkoztak ezekkel a jatékokkal éran kivil is 6rommel toltik ezekkel az idejiket.

Az izomorf graf fogalmdnak az elméleti hattere

Egy graf sikgraf, ha az éleinek nincsen - a végpontoktdl kiilonb6z6 - kdz6s pontjuk (vagyis az élei nem
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metszik egymast). A kdvetkezd dbran egy nem sikgaf illetve ennek sikgraffa vald atalakitasa lathato:



Az abran lathatd két graf valéjaban egymadssal ekvivalens, pontosabban ugy mondjuk, hogy izomorf.

Két graf lzomorf graf, ha van olyan egyértelmi megfeleltetés melyet izomorfizmusnak hivunk, hogy
két csucs szomszédos G- ben akkor és csak akkor, ha a megfelel6ik szomszédosak H- ban. Gyakorlatilag
ez azt jelenti, hogy a grafot Ugy tekintjik, mintha gumibdl lenne, és ennek a cslcsait tetszlegesen
eltolhatjuk, az éleket tetsz6legesen megnyujthatjuk, és az igy kapott graf valéjaban nem kiilonbozik az
eredeti graftdl, gy mondjuk, hogy azzal izomorf. Harom ilyen izomorf graf az alabbiakban Iathato:
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Ezek szerint konnyen beldthatd, hogy egy adott graffal végtelen sok izomorf graf |étezik.

Azt, hogy egy adott graf milyen mas gréaffal izomorf, nem mindig lathaté az elsé ranézésre. Az
izomorfizmus megallapitasanal figyelembe kell venniink, hogy csak két azonos csucsszammal
rendelkez6 graf lehet izomorf, de csak akkor, ha a megfelel6 pontok mindkét grafban vagy Ossze
vannak kotve, illetve mindkett6ben nincsenek éllel 6sszekotve.

Amit az okostelefonokon és tabletteken megvalésithatunk

Az okostelefonon vagy a tabletten menjiink be a Play Aruhazba és ott a keresébe irjuk be, hogy
untangle ami kibogozast jelent. A keresés utan a kovetkezéket latjuk:
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Ezek mind olyan alkalmazasok (jatékok) amelyeknél adott egy graf, amely altaldaban nem sikgraf, vagyis
az élei metszik egymast. A jaték célja az, hogy ,kibogozzuk” ezt, vagyis Ugy csusztassuk el a graf
csucsait, hogy egy sikgrafot kapjunk, vagyis egy olyan grafot, amiben nincs két egymast metszé él. Tobb
ilyen graf is kaphato, és ezek az eredetivel izomorf grafok. Mi sem jobb alkalmazas az egymassal



izomorf grafoknak a gyakorlati megalkotasara, mint ezek az alkalmazasok. Es ekdzben szdrakoztatéak
és tanulsagosak is egyben, nem csupdn a szdraz elmélettel taldlkozunk. Az el6bbi jatékokban altalaban
az ,0sszebogozddott élek” tehat azok amelyek metszik egymast, mas szinnel (rendszerint pirossal)
szerepelnek, azok amelyek nem metszik egymast, zolddel. Miutan egy élet olyan helyzetbe hoztunk,
hogy nem metszik egymast, atvalt a szine zdldre. igy ez a szinegyezmény is kénnyebbé teszi a jatékot.

A talalt jatékok kdzott vannak amelyek sikban zajlanak le, de vannak amelyek térben. Erdemes
sorra kikisérletezgetni Gket, hogy melyik nyeri el a tetszéslinket. A megjelené alakzatok komplexitasa
egyre fokozddik, rajzokban koriilményes lenne abrazolni, és a vele izomorf grafot is megalkotni,
ellenben cselekvéssel, az Gjainkkal kell mozgatnunk a cslcsokat - mikdzben az élek nydlnak —
mindaddig amig olyan grafot nem kapunk, amiben nincsenek egymast metsz6 élek.

A Hamilton utak elméleti hattere
Akkor nevezlink egy utat Hamilton-utnak, ha az a graf minden csucsdn pontosan egyszer halad at.

Akkor neveziink egy utat Hamilton-kornek, ha az a graf minden cslicsan pontosan egyszer halad at,
és a kiinduldsi pont megegyezik az érkezési ponttal.

A Hamilton utak esetén is elvarnank, hogy az Euler utak mintdajara, létezzenek az Euler két tételéhez
hasonlé tételek, ami a csticsok bejarhatdsagarol szol. Nos, a Hamilton utak esetén sajnalatosan nem
|éteznek ilyen tételek, vagyis Hamilton-korok illetve utak keresésére ma sem ismert igazan jo
algoritmus. Léteznek ellenben sziikséges illetve elégséges feltételt megadd tételek. llyenek példaul a
kovetkezbk:

SZUKSEGES feltétel Hamilton-kor létezésére

Tétel: Ha egy grafban k pontot elhagyva k-nal tobb komponens keletkezik, akkor nem tartalmazhat
Hamilton-kort.

ELEGSEGES feltétel Hamilton-kor létezésére

Dirac tétele: Ha egy n csucsu egyszer( grafban minden csucs fokszama LEGALABB n/2, akkor a graf
tartalmaz Hamilton kort (és tehat Hamilton- utat is)

Gyakorlati szempontbdl ellenben ezek csak korlatozott mértékben segitenek megrajzolni a Hamilton
utakat.

Amit az okostelefonokon és tabletteken megvalésithatunk

Az alkalmazas amit itt hasznaltam, amolyan kakukktojasként —
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egyetlen jatékot hozta el6. A megjelené jatékfellleten a grafok
csucsai szines kis négyzetek, az élei pedig szines vonalak, de a
szineknek ezuttal nincsen semmi szereplik. A jaték célja az,
hogy egy adott csucsbdl kiindulva, az éleken haladva, menjink
at a graf minden cslcsan. Ez tulajdonképpen egy Hamilton Ut

keresését jelenti. A jaték ugy van megszerkesztve, hogy amint
egy cslicson athaladunk, az lehull az abrardl. Természetesen nem kell minden élen athaladnunk, hiszen
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nem Euler Utrdél van szé, hanem minden csticson pontosan egyszer kell athaladnunk. Amennyiben egy
probalkozasunk kudarcot vallott, a jaték visszaall az eredeti helyzetbe, és Ujra lehet kezdeni. A jaték
tehat gyakorlatilag lehet6vé teszi egy grafban egy Hamilton Ut megkeresését. Ezuttal is tobb pdlya van,



és természetesen a nehézségi szintek is valtoznak, és fGleg az jelenti a nehézséget, hogy indulasbdl
nem lehet tudni, hogy mely cstcsbél induljunk el és, hogy mely éleket nem kell haszndlni a csucsok
bejarasanal. Eppen ezért is a jaték egyben kellemes és hasznos, tanulsigos id6toltés.

Végezetlil megjegyeznénk, hogy nem csupan ezen harom témakoér tanitdsa soran tudjuk
sikerrel hasznalni az okostelefonokat és tabletteket, ugyanis a Play Aruhazban a jatékok kozott szamos
oktatéprogram létezik, csak jol kell tudni keresgélni, és sok mas jelleg(i programra akadunk. Ezek kozl
megemlitjiik példaul a determinans szamold programokat, a matrixokkal kapcsolatos programokat,
egyenlet rendszerek megoldasara szolgald programokat, grafikus abrazold programokat, és nem utolsé
sorban az univerzélis GeoGebra programot. Javasoljuk tehat minden érdekl6dé Olvasénak, hogy O
egymaga kutasson fel egyre tobb olyan alkalmazast, amelynek oktaté jellege is van, igy az
okostelefonok és tablettek egyre fontosabb szerepet nyerhetnek a modern oktatdsi folyamatban.

[1] Tuzson Zoltan: ElsGrendl rekurzidés 0Osszefliggéssel értelmezett sorozatok tanulmanyozasa
zsebszamologéppel ML9/2012 (322.-329. old)



