Perigal négyzete
Tuzson Zoltén tanar, Székelyudvarhely

Henry Perigal (1801-1898) matematikus 1873-ban egy nagyon
szemléletes bizonyitast mutatott be a Pitagorasz-tételre. Ebben két kisebb
négyzetet atdarabol egy nagyobba, méghozza nagyon egyszerii mddon.
Ugy, hogy csak az egyik négyzetet kell felosztani 4 kisebb részre. Késébb
- nem tudni pontosan mikor - ez az atdarabolas lett az alapja az egyik
legtletesebb, legegyszeriibben elkészithet6 két dimenzids 6sszerakd
jatéknak, az ugynevezett ,,Perigal-négyzet”-nek.

A bizonyitasanak a torténetéhez hozzatartozik az is, hogy a Perigal
sirkdvere belefaragtak ezt a bizonyitast:

A baloldali dbra a faragott sirké, a kozépsé a rekonstrualdésa mig a jobb oldali a
kihangsulyozasa, ami tulajdonképpen a bizonyitast képezi, amire részletesebben kitériink.
A Perigal négyzete a baloldali abrén lathato.
Fabol is elkészitheté a 4 kongruens
négyszoghol allo kirakos jaték. A négy
alakzatot  atrendezve  megkaphatjuk a
jobboldali nagyobb négyzetet, amelynek a
kdzepében szintén négyzet alaki Uresség
talalhatd. (Probaljuk belatni, hogy az alakzat
is és az Ureg is valoban négyzet!) Alljon itt
most a Pitagorasz tételének ezen bizonyitasa.
A bizonyitas val6ban leolvashat6 az abrarol:
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(az abrén a vilagos szini haromszdg). Ezt a miiveletet, ahogyan egy alakzatot feldaraboltunk,
és atrendezve egyrétiien 0sszeraktunk egy masik alakzatot, atdaraboldsnak nevezziik

Az elébbi atdarabolasnak a szemléltetéset a vilaghalon peldaul itt tekinthetjik meg:
http://www.youtube.com/watch?v=LtkAIQcACqY A kisfilmrdl az is
kiderul, hogy gyakorlatilag hogyan allithaté elé a Perigal négyzetének a
négy kongruens darabja. Ez ugy torténik, hogy a kisnégyzetet a nagy
négyzettel koncentrikusan (a kdzéppontjuk egybeessen) helyezzik el,
majd a kisnégyzetet elforgatjuk Ugy, hogy oldala ne legyen parhuzamos
a nagy négyzet oldalaival. Ezutan meghosszabbitjuk a kisnégyzet
oldalait, amelyek a nagy négyzetbdl négy kongruens darabot vag ki, és i
ez a négy alakzat egy négyzetté rakhatd 6ssze, ami a Perigal négyzete.

Az elébbiekben bizonyitottak kapcsan kdnnyen bizonyithatjuk a kovetkezé érdekes
feladatot:

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy n>1, ne N" darab tetszéleges, kiilonbozé méretii négyzetlap
feldarabolhaté Ugy, hogy a keletkezett darabokbdl hézagmentesen és egyrétiien kirakhassunk
egy négyzetlapot!

Bizonyitas: A bizonyitast a teljes matematikai indukcioval végezzik el. EI6szor is igazoljuk,
hogy n=2 négyzet feldarabolhaté gy, hogy a darabokbol négyzetet rakhatunk Ki.
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Tekintslk a kisebbik négyzetlapot, ennek az oldala legyen b. A nagyobbik négyzetlap oldala
legyen c, és két, egymasra merdleges egyenessel osszuk négy kongruens részre ugy, ahogyan
az elébbi abréan lathato (vagyis Perigal-négyzetet készitettiink). Az elébb bizonyitottak alapjan
az 5 darabb6l kirakhaté az olyan a oldal( négyzet, amelyet az a? = b%+ ¢? dsszefiiggéshsl
kapunk meg. Feltételezziik most, hogy n darab négyzet feldarabolhat6 gy, hogy a darabokbol
egy négyzetet rakhatunk ki. lgazoljuk, hogy ez igaz n+1 darab négyzet esetén is. Ez valéban
igy van, mert ha az n+1 négyzet kdzul példaul a méasodik legkisebb négyzetet Ggy daraboljuk
fel (Perigal négyzetre) mint a fenti abran, akkor a legkisebbikkel Gsszeilleszthet6 egyetlen
négyzetté, igy most mar csak n darab négyzetlink van, amire az indukciés feltétel alapjan
érvényes az, hogy feldarabolhaté ugy, hogy a darabokbdl kirakhat6 egyetlen négyzet. Ezzel a
feladatot bizonyitottuk. Az el6z6ekben bizonyitottak kapcsan, azaz ezek helyességét illetéen,
nem sok kételylink mertlhet fel, hiszen Pitagorasz tétele a matematika egyik alaptétele. Ha
azonban jobban elgondolkodunk az atdarabolas folyamatan és a megvaldsitas lehetgségén,
akkor maris felmeriilhet a kdvetkez6 kérdés: vajon a darabokbdl hézagmentesen és fedés
nélkil tényleg Osszerakhatok-e az illetoé alakzatok?
Mielott erre a kérdesre valaszolnank, nézziink meg egy Ujabb &tdarabolast, amely nagyon
meggy6zéen aldtamasztja, hogy a folmerult kételylink teljesen megalapozott. Tekintsik a
kdvetkezo &bran lathatd 8 egység oldalhosszisagu négyzetet, amelyet a szemléltetett mddon
daraboltunk fel.




Ezekbdl a darabokbdl rakjuk ki a masodik abra téglalapjat. Kénnyen leolvashatd, hogy

AB =13 egység és BC = 5 egység. Tehat ugy tinik, hogy az els6 abra négyzetlapjat

atdaraboltuk a mésodik &bra téglalapjaba. Vajon tényleg igaz? Nézziink csak uténa!
(Lasd még a MatLap 2/2012-es szamanak 64. oldalan az F. 17. feladvanyt).

A négyzet teriilete: T, :=8x8=64, mig a téglalap terllete: T, :=5x13=65. Honnan szar-

mazik a 65 — 64 = 1 négyzetegységnyi eltérés? Ha esetleg milliméteres papiron, pontos
mérésekkel rekonstrualjuk az elébbi atdarabolast és ha jol figyelunk, akkor észrevehetd, hogy
a BD atl6 mentén az alakzatok nem illeszkednek tokéletesen, pontosabban egy Kis rés marad.
Szamolasokkal megmutatjuk, hogy az a kis rés éppen 1 négyzetegyseg (és mivel elég kicsi,
szabad szemmel nehezen érzékelhets). Tehat valojaban a masodik abra téglalapja nem
illeszthets 6ssze hézagmentesen a 8. abra négyzetlapjanak darabjaibdl.

Az ilyen, hibas atdarabolasok soran nem csak ugymond hiany allhat elé, hanem éppen
fedés is. Példaul, ha az els6 abran levé 3, 5, 8 mérészdmok helyett rendre az 5, 8, 13 mero-
szdmokat vesszik, akkor a négyzet terllete T,:=13.13=169, mig a téglalap terllete

T, =(13+8)-8=168 lesz, vagyis az atrendezés utdn nem hézag marad, hanem a darabok fedni

fogjak egymast. Ennek bizonyitasa az elébbiek mintajara is torténhet, és az erdekl6dé Olvaso-
ra bizzuk.

Ezek utan természetesen felmeril a kérdés, hogy mi az atdarabolhatdsag helyességének a
feltétele?

A kovetkezé tétel értelmeben a Pitagorasz-tétel bizonyitaséra hasznalt atdarabolhatdséag
lehetsége biztositva van, de a tétel az atdarabolhatdsag hogyanjara nem ad valaszt.

Nyilvanvald, hogy az atdarabolt alakzatok terlletei egyenlok. Vajon igaz-e ennek a
forditottja is? Erre a valaszt (szinte egy idében) Bolyai Farkas (1832) és Gerwin (1833)
adtdk meg, de egyes forrasok szerint a tétel els6 felfedezéje Wallace, angol matematikus volt,
aki mar 1807-ben kozolte a kdvetkez6 eredményt:

Tetel. Az egyenld teriletii sokszoglapok atdarabolhatok egymésba.

A tétel Kijelenti tehdt, hogy ha két sokszoglap egyenlé egyenls, akkor egyméasba
atdarabolhato. Igy igaz a tétel ellentettje is miszerint, ha két sokszoglap teriilete nem egyenls,
akkor a ket sokszoglap nem darabolhaté at egymasba. Ezért tehdt az el6z6 példaban a
négyzetlap nem darabolhato at téglalappa, mert a két alakzat tertilete nem egyenlé. Ellenben a
Pitagorasz tétel bizonyitdsanak a helyessége nem kérddjelezheté meg, hiszen az épen az
atdarabolt alakzatok tertiletének az egyenlésegen alapszik.

Néhany évvel Perigal halala utdn megfigyelték, hogy a Pitagorasz tételének a Perigal-féle
bizonyitasa képezi az alapjat a késébbi Ugynevezett Pitagorasz-féle parkettazasnak
(csempézésnek).

A matematikai targyalas egyszertsitése céljabol parkettdzason (vagy csempézésen) a
siknak sikidomokkal val6 egyrétii és hézagtalan (vagyis hézagmentes) lefedését fogjuk
érteni. Egyrétiinek nevezzilk a lefedést, ha a sik minden pontjat legfeljebb egy lefedé idom
belsé pontja fedi le. (Egy pontot toébb fedéidom hatérpontja is fedhet.) Hézagtalan a lefedés,
ha a sik minden pontjat lefedi legalabb egy fedéidom belsé- vagy hatarpontja. Parkettazasnal
a teljes sik lefedésére gondolunk.

A parkettdzas torténete szinte egyidés az épitkezések torténetével. Az épiletek padozatat
régen kodarabokkal raktak ki, ez eleinte taldlomra egymas mellé rakott laposabb
kédarabokbdl allott, késébb maér faragtak ezeken a kdveken, hogy az dsszeillesztésnél a
padozat minél nagyobb része legyen fedett és minél kevesebb legyen a hézag. A fejlédés
tovabbi folyaman a hézagokat is igyekeztek Kkikiiszobdlni a padozatbdl a felhasznalt
kédarabok faragdsaval.

Gyakorlati tapasztalatok alapjan rajottek arra, hogy egyszeriibb a padozat beboritasa, ha
egyforma, azonos alaku és nagysagu fed6koveket hasznalnak, kiléndsen akkor, ha ezeket pl.
agyagbol égetik. Néhany ilyen parkettdzast mutatnak az okori lakoépuletekbol a kdvetkezo
abrék:
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Mar ebbol az 6t, évezredekkel ezel6tt ismert parkettazasi médboél is a fellép6 formék
nagy gazdagsagara kovetkeztethetlink. Méris felmerul a kérdés: milyen egybevagd idomokbol
készithetok parkettak ? Kézenfekvonek latszik tehat az a gondolat, hogy minden parkettazast
sokszogekkel vald parkettazasra vezesslink vissza. De persze messzirél sem ilyen egyszerii
téma a parkettazas. (B6vebben lasd pl az [5]-ben)

Azt a parkettat (nevezzilk még csempét vagy mozaikot) aminek a végtelen ismétlésével
eléallitjuk a parkettat, motivumnak nevezziik. Az elébbi els6 abra motivuma egy téglalap, a
masodiké egy négyzet, a harmadiké egy szabalyos hatszdg, stb.

A Pitagorasz parkettazas vagy a ,két négyzet parkettdzésa” az alabbi baloldali &bran
lathato:
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A jobboldali abran a parkettan a motivum is meg van jelolve (ketts is, az egyik éppen a
Perigal négyzete), ez természetesen tdbbféle is lehet, de minden esetben, a motivumok
egymas mellé illesztésével meg kell kapjuk a baloldali bra parkettazasat.

Befejezésil, térjlink vissza ismét a kezdetben bemutatott Perigal négyzetére. Vegyuk
ennek a négy kongruens alakzatjat és prébaljuk Ugy dsszerakni, hogy ne négyzetet, hanem egy
altalanos téglalapot zarjon kdzre. Némi probalkozas utan hamar rajoviink, hogy sehogyan sem
sikeriil a téglalapot ,,bezarni”, vagyis csak ,nyitott téglalap” keletkezik. Vajon elvaghat6-e
Ugy a négyzet, hogy tébbféle téglalap is kialakithatd legyen a belsejében? A valasz igenl6, de
nem egyszeric megtalalni a megoldast. Javaslom a matematika irdnt érdekl6doknek, hogy
probalkozzanak ilyen elrendezést talalni. Nehany példa a kdvetkez6 abrakon lathato:

Egy masik 6tlet az lehet, hogy a Perigal négyzete helyett megprobalunk egy Perigal téglalapot
Osszedllitani. Hogyan? Pontosan azonos mddszerrel, ahogyan Perigal négyzetet
szerkesztettink. Ennek az elvegzését az érdeklédé Olvasora bizzuk.

Erdekes jatékvariaciot kapunk, ha nem négyzetbsl, hanem téglalapbdl indulunk ki, és
készitiink egy Perigal téglalapot.



Ebben az esetben is tgyelni kell a két vagas merélegességére. Ez is olyan elrendezés,
ahol 3 téglalap alaku lyuk lehet a nagy téglalap belsejében. El is készitettik az egyik kis
téglalapot, igy ez a jaték is alkalmas egy "paradoxon-szeriiség" bemutatasara. Ehhez csak egy
dobozba kellett helyezni az elemeket. Egyszer belefért a kis téglalap, egyszer pedig nem.
Vajon mi az oka? Gondoljunk csak az elébbiekben bemutatott hamis atdarabolasra!

Tovabbi érdekes informéaciokat olvashatunk a weben, ha a Google keresébe beirjuk a
»Perigal” szot, és lathatova tesszik képek kozotti taldlatokat is.
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