Permutacid alkalmazasa egyenldtlenségek
szerkesztésére és bizonyitasara

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Egyenl6tlenségek szerkesztésére és bizonyitasdra belathatatlanul
sok klasszikus, altaldnos vagy specidlis médszer all a rendelkezésiinkre.

Ebben a paragrafusban olyan egyenlGtlenségek szerkesztésérél és
bizonyitdsardl lesz sz6, amelyek Gsszegekre vonatkoznak, és az 6sszeg
tagjainak a permutadlasaval foglalkozunk.

A tovabbiakban sziikséglink lesz a kdvetkez6 fogalmakra:

Adott n>2 pozitiv egész szam esetén az (a,,a,,...a,) €s

(bl,b ,...,bn) valds szamokbdl allé szam n-eseket

(i) azonos rendezéslinek nevezziik, ha

a<a,<..<a,ésb<b <..<bvagya=a,=.>a,ésb>b>..2b
(ii) ellentétes rendezéslinek nevezzik, ha
ay<a,<..<a,ésb=>b,>.>b vagy a >a,>..2a, és b <b,<..<b,.

RENDEZESI TETEL: Legyen iy, i,,...,i, az 1,2,...,n szdmok egy permutacidja, és
S=ab +ab +..+a,b barmely n>2 esetén.

a)Ha (a,,a,,...,a,) és (b,b,,...,b,) azonos rendezés(iek, akkor
(A1) ab, +a,b, , +...+a,b, <S<ab +ab, +..+3a,b, (A2)

(b) Ha (a,,a,,...,a,) és (b,b,,...,b,) azonos rendezés(iek, akkor
(E1) ab, +a,b, , +..+a,0,>S >ab +ab, +...+a,b, (E2)

Bizonyitas: Ha az S-ben van olyan apbip és aqb,q tag amelyekre p<q és

i, > iy, akkor az azonos rendezés miatt (a, —a,)(b, —b _)>0, ahonnan
q p

apb, +ahy >ah +a)b (*)



Legyen S’ az az 0sszeg, amelyet ugy kapunk az S-bdl, hogy
felcseréljuk a bIp és biq értékeket. igy a (*) alapjan

=ab, +..+ab +..+ab +..+ab =S,

Ip

Mivel az S Osszeg véges, ezért véges szamu ilyen csere utdn a
legnagyobb S 6sszeghez jutunk, amelyben a tagok a,b, alakuak. Ezzel az

(A2) egyenl6tlenséget bizonyitottuk. Az (A1) egyenl6tlenség bizonyitasa
az el6z6 bizonyitas mintajara torténik. Az (E1) és (E2) egyenl6tlenségek,
az (A1) és (A2) egyenl6tlenséggel ekvivalensek.

PELDAK: Ha O<a, <a, <..<a, &s i,iy,...,i, az 1,2,...,n szamok egy
permutacidja, akkor igazak a kovetkezd egyenl6tlenségek:

(1)2 <Z <Z_ (2) i%si%g n n—ak+1
k=1 k=1 k=1 k

1 XAk ko &, klak

N
k=1 n k+1
KOVETKEZMENY: Ha az (a,,a,,...,) és (b,b,,...,b,) valés szamokbdl &ll6

n n n
szam n-eseket azonos rendezésiek, akkor n[Zakbklz[Zai](ij] az
i1 =

k=1

ugynevezett Cebisev-féle egyenl6tlenség.

Bizonyitas: irjuk fel az b(A2) egyenl6tlenséget az ip,iy,..., 1, kovetkez6
n
permutacidira: Z:akbk >ab +ab, +...+a,b, (1)
n
D ab zab,) +ab +...+ab ()
n
D ab ah, +ah, ,+..+ab (n)
k=1



Az (1)-(n) egyenlStlenségek megfelel6 oldalainak 6sszegezésébdl, éppen
a bizonyitandé egyenlé6tlenség adédik.

A Cebisev-féle egyenlStlenség sokiranyd alkalmazasi lehet6ségének
ellenére a tovabbiakban csupan csak a RENDEZESI TETEL kiilonféle alkalmazasi
lehetdségeire mutatunk ra. Az attekinthet6ség konnyitése érdekében altaldban
n=3 valasztassal dolgozunk, de az eredmények kiterjeszthet6k n>3 esetre is.

ALKALMAZASOK:

X z 3
1. Ha x,y,z >0, akkor + y + 25 (Nesbitt-féle egyenlétlenség)

y+Z Z+X X+Yy

Bizonyitds: A szimmetria miatt feltételezhets, hogy x>y >z>0.lgyaz (X, V,2)

, 1 1 1 Y - .
és , , szamharmasok azonos rendezésliek. Ezért, az (A2)
Y+Z Z4+X X+Y

egyenl6tlenség alapjan

1 1 1 1 1 1 ,
X- +y- +z- >X- +y- +z- (1) és
y+2 Z+X X+Y Z+X X+Y y+12
X- ! +y- ! +2- ! >X- ! +y- ! +z- ! (2).
y+12 Z+X X+Y X+Y y+z Z+X

Az (1) és a (2) egyenlGtlenségek Osszegezésével éppen a kitlizott
feladatot bizonyitottuk. Erdemes észrevenni, hogy az x>y >z>0 feltételek
mellett az (1) és a (2) egyenlGtlenségek altal egy-egy kiilonallé feladatot
szerkesztettiink.

Megjegyzés: A feladat altalanosithatd. Legyenek a;,a,,...a, pozitiv szamok, és
a n

n
s=a,+a,+..+a, . Ekkor n>2 esetén Zs—a =
k=1 k

2.Ha x,y,z>0, akkor X + y + z Sg

X+y Z+X y+z

Bizonyitds: A szimmetria miatt feltételezhets, hogy x>y >z>0.lgyaz (X, V,2)

. 1 1 1 _ , " .
és , , szamharmasok ellentétes rendezésliek. Ezért, az (E1)
X+y Z+X Yy+12



egyenl6tlenség alapjan

X z X z
+ y + < + y + (1) és
X+Y Z4+X Y+Z Z+X X+Y Yy+z

X z X z
+ y + < + y + (2).
X+Y Z+X Yy+Z X+YyY Yy+Z Z+X

Az (1) ésa(2) egyenlStlenségek 6sszegzésével éppen a kitlizott feladatot
bizonyitottuk. Erdemes észrevenni, hogy az x> y>12>0 feltételek mellett az

(1) és a (2) egyenlGtlenségek altal egy-egy kiilonalld feladatot szerkesztettiink.
3.Ha x,y,z>0, akkor X?y? + y?z% + 2°x% > x*yz + xy?z + xyz*

Bizonyitas: A szimmetria miatt feltételezhetd, hogy x>y >z>0.

Mindkét oldalt végigosztva  Xyz>0-val, bizonyitani kell, hogy

X 7 IX . i (L . .
—y+y—+—2x+ y+2. Igy most kdnnyebb a szamhdrmasok megvalasztasa.

zZ Xy

111
Ekkor (Xy,zx,yz) és (—,—,—j szamhdarmasok azonos rendezés(iek. Ezért az
zZy X

1 1 1
(A2) egyenlbtlenség alapjan —Xy + —ZX+—YyZ>—Xy +—2X+—Yyz ami éppen a
z y X X z

bizonyitandé egyenl6tlenség. Erdemes észrevenni, hogy a jobboldali tagok
Ujabb cirkularis permutacidja nem hoz Uj egyenl6tlenséget.

Megjegyzés: a kitlizott feladatnak van egy mdsik elemi bizonyitasa is, amely a
kovetkezs: legyenek rendre xy=a,yz=Db,zx=c ekkor a bizonyitandd

egyenl6tlenség a’+b?+c?>ab+bc+ca vagyis
(a-b)?+({b-c)*+(c—a)*>0 .

4. Ha x,Y,z>0akkor
(i) Xz + V3x+ 28y > XPyz + xy?z + xyz? (i) Xy + Y3z + 2°x > x®yz + xy°z + xyz*
Bizonyitas: Feltételezzik, hogy X,y,z > 0. Akkor osszunk végig xyz >0 -val,

bizonyitani kell, hogy



2 2 2 2 2 2

M) XX vl sxiyez illetve (i) 2+ +Z >x4y+z . Indokoltts
Xy

y z X z
. 2 .2 o2\ & 111 . PR
valik az (x°,y%,z°) és | —,—,—| ellentétes elrendezésli szamhdarmasok
Xy z

valasztasa. Ha most alkalmazzuk az (A2) egyenlGtlenséget, ennek alapjan
felirhatok:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
GRSV iy Lialp e i VeV H e T VAl iy L ' Cu B Ve L
X y z y z X X y z z X y
amelyek éppen a bizonyitandé egyenl6tlenségek.

5. Igazoljuk, hogy ha 0<x<y<z, akkor
2 2 2 2
2(5+L+5Js(5+lj+(l+ij+(5+fjs2[X—+V—+Z—J
y Xy y X Z Yy X Z yz X Xy
. - 2.2 v (1 11 i s
Bizonyitas: Az (x°,y°,z°) és | —,—,— | azonos rendezésl szdmharmasokra
yZ XZ Xy
alkalmazzuk az (A1) és (A2) egyenl6tlenségeket. Ezek alapjan felirhatdk, hogy
minSsl+5+§smaxS (1) és minSs5+X+EsmaxS (2) ahol
X y z y z X
. 7 yZ X 2 y2 2
minS=—+-—+— és maxS =—+-—+— . Ha most 6sszegezziik az (1) és
y X Yy yz X Xy

(2) egyenlétlenséget, éppen a feladatot bizonyitottuk.

8 8 8
x4y 2z 11 kvany
X°y°z X y z

6. Ha X,y,z>0, akkor

Bizonyitas: A feladat egyenlGtlensége még igy irhato fel:

1 11 . . . .
X°+Yy° +2°>=+=+= . Ezértindokolt a kévetkezd valasztas.
X y z

3'.,3,3"

1 1 1
Alkalmazzuk az (A2) egyenl6tlenségeket az (x5,y5,25) ésa| — T3
y°z® °x X’y

azonos rendezésl szamhalmazokra. Ennek alapjan azt kapjuk, hogy



5_1 ° 31 5 1 5 31 +y° 313+z5 313 vagyis
vz X3z X3y X’z Xy 2%y
z

<

, 1
=

e s . 2 1 2 2 1 2 1 2 l
egyenlStlenség alapjan X" —+y —+2" <X "—<+Yy" —+z2
X y z z X y

éppen a bizonyitandd egyenlStlenség adddik.

ahonnan

Bizonyitds: Ha logaritmaljuk mind a két oldalt azt kapjuk, hogy
a+b+c

aln(a) +bin(b) +cIn(c) > Tln(a) +In(b) +In(c)] . Ugyanakkor,

feltételezhetjlk, hogy a>b>c>0. ElGszor is igazoljuk, hogy ha x>y >0 akkor

xInx+ylny>xIny+ylnx < x*y? >x’y* (*). Ez, az (x,y),(Inx,Iny) azonos
rendezés(i szdamparok alapjan, az (A2) allitas alapjan, n=2 esetben nyilvanvald.
Most alkalmazzuk a (*) egyenl6tlenséget minden a>b>c>0 esetén:
a®h® >a"b? b’c® >b°c’,c’a® >ac® és  a’b’c®=a’h’c®. Ha  most
Osszeszorozzuk a négy egyenlGtlenség megfelel6 oldalait, akkor éppen a
bizonyitandé feladatot kapjuk.

2
8.Ha a,b,c>0, akkor (aabbcc) > gP*epttacath

Bizonyitas: Természetesen feltételezhetjiilk, hogy a=b=>c>0. Ha
logaritmalndank  az  egyenl6tlenséget, ez indokolttd tenné az
(a,b,c),(Ina,Inb,Inc) azonos rendezésli szdmhdarmasok vélasztasat. igy a

rendezési tétel alapjan rendre felirhatjuk:
alna+blnb+clnc>=blna+clnb+alnc (1) illetve
alna+bilnb+clnc>clna+alnb+blnc (2). Osszegezve a két
egyenlGtlenség megfelel§ oldalait azt kapjuk, hogy

2(alna+blnb+cInc)>(b+c)Ina+(c+a)Inb+(a+b)Inc ahonnan éppen a
6



bizonyitandé egyenl6tlenség adddik.

9. B|zony|tsuk be, hogy ha a b, ¢ pozitiv valés szamok, akkor
JC a b3 c

Bizonyitas: aIkaImazzukarendezésitételtaz{ t . 1.1 Jés
' a*\a'b’b e

(\/_ \/_ \/_ ellentétesen rendezett sorozatokra! Ekkor felirhatd, hogy

_ﬁ b3\/7 \f a*Ja bW’I 1I'J52

1 1
ZWI J_J_+ ffa3+b3+c_3.

10. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ pozitiv valds szamok, akkor

\/b+c \/c+a \/a+b 2

. s s 1 1 1),
Bizonyitas: alkalmazzuk a rendezési tételt az ( ; ; J és

Jo+c'Jec+a'a+b
(«/5; Jb; \/E) azonosan rendezett sorozatokra! Ekkor felirhatd, hogy:

N I N - I
Jb+c Jc+a Ja+b Jc+a Ja+b Jb+c

i b, kb
Jb+c Jc+a Ja+b Ja+b Jb+c \/c+a
az (1) és (2) megfelel6 oldalait azt kapjuk, hogy

[ Ja , b, o | Jeria Jasdb bk
Jo+c Jc+a Ja+b Jec+a Ja+b »\/b+c '
alkalmazzuk, hogy \/;+\/y>«/x+y akkor éppen a bizonyitandd

egyenl6tlenséget kapjuk, ahol nem allhat fenn egyenléség.

(1) és

(2). Ha most 6sszeadjuk

Es ha most

11. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, c pozitiv valds szamok, akkor

a®+bd+ct _atb+c
a?+b>+c? 3




Bizonyitds: Az  egyenl6tlenséget  atalakitva azt  kapjuk, hogy
2(a® +b*+c®)>a’b+ab® +b’c+bc? +c’a+ca’® . Ez indokolttd teszi az
(a®,b?,c*) és (ab,c) azonosan rendezett sorozatok valasztasat. lgy a
rendezési tétel alapjan felirhatd, hogy:

a®+b*+c®>a’+b’c+cla és a®+b®+c®>a’c+b%a+c’h.

Ha most 0Osszegezzilk a két egyenlGtlenség megfelel6 oldalait, éppen a
bizonyitandé egyenl&tlenséget kapjuk.

Befejezésiil az érdekl6d6 Olvasdnak a kovetkez6 feladatok megoldasat
javasoljuk: pozitiv valds szamok esetén bizonyitsuk a kovetkez6
egyenl6tlenségeket

11 1 1 1 1
+VYZ+ZIXZ X\ YZ + YN ZIX +Z 2 —+ + + +
(1) xy+y: Yz +yWzx+z4xy (2) e RN RN

2 2 2
3) a N b c Za+b+c
b+c c+a a+b 2
2 2 2 2 2 2 3 3 3
(4)a+b+c£a +b +b rc  t+a Sa—+b—+c—
2c 2a 2b bc ca ab

(5) a®+b% +c® > a%bc +b%J/ea +c?ab (6) abc(a+b+c)<a’ +b* +c*

(7)Ha0£x§y£zakkor£+§2£{[1+lj+(l+iﬂ
X z 2|\y X Z X

(8) Ha 0<x<y<zés m=x"+Yy’+2°, M =x°2*+y° +x°z% akkor
(i) m<x3y? +y322 + 22 <M, (i) m<Z8y? + v + X322 <M

(9) Ha X,y,2>0 és A=x’y+y’y+2°x , B=xz+y*x+2z%y akkor

3 3 3

x*+y*+z>max{AB} (10) Ha xy,z>06s C=%+%+Z—yx,

3
p=2Y, y_ X akkor min{C,D} >3xyz.
z X oy



