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Az elemi kombinatorikdban n elem  egy permuticiéjan az n darab elem egy
meghatdrozott sorrendjét (sorbarendezését) értjiilk. Legyen az n darab elem a kovetkezd
rendezett A halmaz eleme: A={a;, a,, ..., a,}. Matematikailag legtermészetesebben ugy
definidlhaté ekkor az A egy permuticidja, hogy az egy f:{1,2,....n}—A kolcsondsen
egyértelmi fiiggvény (minden szamhoz 1-t6l n-ig az A egy és csak egy elemét rendeljiik, azaz
»sorba rendezziik”). Azonban a felsobb matematikdban mégsem igy, hanem a halmazok
onmagara vald bijektiv leképezéseként definidljdk a permutdcidkat (utébbi definicié nem-
megszamlalhaté halmazokra is értelmes fogalmat ad). Egy permuticiét ugy adhatunk meg,
hogy zar6jelben (dltaldban vesszdvel) felsoroljuk az elemeit, vagy példdul n=5 esetén az
f(1)=as, f(2)=a,, f(3)=a;, f(4)=as;, f(5)=a4 permuticiét a kovetkezd rovidebb alakokban
adhatjuk meg:

Még rovidebb, ha a masodik sorban csak az elemek indexeit frjuk ki (mintha azonositanank
A-taz {1,2,...,n} halmazzal):

A legrovidebben pedig, ha az elemeknek a séma fels6 sordban szerepld ,természetes
sorrendjét” is elhagyjuk, és csak a képelemeket irjuk ki: (5, 2, 1, 3, 4). Akadnak szerzdk, akik
ez utébbit a permutécio ,,Descartes-féle alakjanak™ nevezik. Az igy bevezetett permutiacidkkal
végezhetd mivelet a tankonyvekben is megtaldlhaté permutaciok szorzasa. Ez a mivelet
altaldban nem kommutativ, de asszociativ, van semleges elem az azonos permuticid és
minden permutdcionak van inverz permutdcidja. Az n-ed rendli permutacidk halmazit S,-el
jeloljiik. Az érvényben levd tankonyvekben, tovabba értelmezik és vizsgaljak a permuticidok
transzpozicioit (elemcseréit) és inverzidit. Egy adott o permuticiénak inverzidinak a szamat
m( o) jeldli, és az elbjelét pedig az £(c) = (-1)"”
és a paratlané pedig -1.

adja, vagyis paros permuticié eldjele +1

Sok esetben a permuticidk &4thatébb vizsgdlata céljabol bevezetik a ciklusok (ciklikus
permutdciok) fogalmdst is. Azt mondjuk, hogy az e S, permutécio egy r hosszusagu ciklus,

(vagy r ciklus), ha léteznek az i,i,,...,i, € {1,2,....,n} kiilonb6z8 szdmok dgy, hogy az «
lesziikitése — az  {1,2,..,n}\{i,,i,,....i. } halmazra  az  identikus  fiiggvény,  és
o(ip)=1,,a(,)=i,...0(_) =i ,00(i ) =1 . Az o ciklus  jelolésére az
o =(i, i, ... i ) szimbolumot hasznaljuk. Az 1 hosszusagu ciklusok az identikus permutaciok,
a 2 hosszusagiak pedig a transzpoziciok (cserék). Az a=(, i1, ..1)¢ S, ¢és a
L=0j j, - J) &S, ciklusok akkor diszjunktak, ha az {i,,i,,....i,} és {J, j,»--» j, } halmazok
is diszjunktak. Tovdbbd barmely oe S, permutdcié felbonthaté diszjunkt permuticidk
szorzésdra sOt mi tobb, transzpozicidk szorzatdra is. BOvebben 1dsd példaul a [2]-ben.



A tovibbiakban bemutatjuk néhdny tanulsigos, legalabb masodfokd permuticiéegyenlet
megoldasat. Mint latni fogjuk, az alkalmazott megolddsi médszerek altalanos esetekben is
alkalmazhaték. A bemutatdsra keriild feladatok a magasabb fokui permuticiéegyenletek
megoldasi modszereinek jobb megértését €s elmélyitését szolgaljak.

1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan xe S; permuticid, amelyre

, (123 4567
X =
2341675

Megoldas: Nyilvanvald, hogy a bal oldali permuticio el8jele +1, vagyis £(x*) = (£(x))* =+1.
A jobboldali permutici6 inverziéi: (1,2); (1,3); (1,4); (5,6); (5,7). Mivel ezek szdma 5 és ez
paratlan, ezért a jobboldal eldjele -1, igy az egyenldség nem dllhat fenn, vagyis a feladatnak
nincs megoldasa. Ezek szerint tehat levonhaté egy altaldnos jellegli kdovetkezmény: annak
sziikséges feltétele, hogy egy x* =0 permuticidegyenletnek legyen megolddsa az, hogy
£(o)=+1 legyen. Az aldbbiakban latni fogjuk, hogy ez a feltétel csak sziikséges, de nem
elégséges.

1 2 ... n-1

2 3

megolddsa sem az S, halmazon?

Megoldés: Konnyen belathatd, hogy a jobboldali permutacié inverzidinak a szdma n-1 és a
megoldhatosaghoz sziikséges feltétel n-/= 2k, tehat a feladatnak nincs megoldasa, ha
n-1= 2k-1, vagyis ha n= 2k, ahol ke N*.

2. feladat: Az x’ =( J egyenletnek milyen ne N* esetén nincs egyetlen

3. feladat: Hatdrozzuk meg azokat az xe S4 permutdciokat amelyekre x* = (3 5 4 1

1234j

1 2 3 4
Megoldas: Keressiik az x permuticiét az x =( b dj alakban. Ekkor az egyenlet
a c
. 1 2 3 431 2 3 4 1 2 3 4 .
alapjan = . Most sorra vessziik és letargyaljuk az
a b ¢c d\a b ¢ d 3 2 41

ae {1,2,3,4} eseteket. A megoldds sordn azt, hogy az ,,az i-nek megfelel j” jeldljiik dgy, hogy
»I—j7. A permuticiok szorzdsi szabdlyit alkalmazva, ha a=I lenne, akkor

1 —1— 1jobboldalt pedig 1 — 3, tehat /= 3 absurdum. Ha a=2, akkor 1 — 2 — b, jobboldalt
pedig 1— 3, tehdt b= 3. Ekkor 2 — 3 — ¢, ugyanakkor 2 — 2, tehiat c=2=a absurdum. Ha
a=3, akkor 1 >3 — ¢ masrészt 1—3, ezért c=3=a absurdum. Ha a=4 lenne, akkor
1-4—dés 1—3 ahonnan d=3. Ekkor 4 —3—c¢ tovabba 4 —1, ezért c=1 és nem

. 1 2 3 4
marad mds, mint hogy b=2. Igy a kapott megoldds x :(4 - 3}.

1 2 3 4
4. feladat: Hatdrozzuk meg azokat az xe S, permuticiokat amelyekre x* = ( j

4 2 1 3
Vezessiik be az y = x* viltozdcserét. Az el6z6 megolddshoz hasonléan keressiik az y
taciot b2sd lakban. Ekk (10234 let alapja
ermutaciot az y = alakban. oraz y = egyenlet alapjan
P “la b ocod Y2 3)® b
1 2 3 431 2 3 4 1 2 3 4 . ; .
= . Most sorra vessziik és letargyaljuk az
a b c d)\a b ¢ d 4 2 1 3

ae {1,2,3,4} eseteket. Ha a=1 lenne, akkor 1 — 1 — 1jobboldalt pedig 1— 4, tehét 1= 4



absurdum. Ha a=2, akkor 1 - 2 — b, jobboldalt pedig 1 — 4, tehit b= 4. Ekkor 2 >4 —d ,
ugyanakkor 2 — 2, tehat d=2=a absurdum. Ha a=3, akkor 1 — 3 — ¢ mdsrészt 1 — 4, ezért
c=4 tovdbbd 3 >4 —> d és 3 —1, ezért d=1&s marad, hogy b= 2 és ekkor a kapott megoldas

1 2 3 4
T (3 2 4 J . Ha a=4 lenne, akkor 1 - 4 — d és 1 — 4 ahonnan d=4=qa absurdum.
1 2 3 4

3 2 4 lj egyenletet. A 3. feladatban lattuk, hogy ennek

Most marad megoldani az x° = (

1 2 3 4
4 2 1 3)

a megoldasa, és egyben a feladatunknak is a megoldasa x :(

« (12 3 4
5. feladat: Hat4rozzuk meg azokat az xe S4 permuticiokat amelyekre x* = (3 5 4 J ,

ahol ke N* rogzitett.
Megoldas: Vezessiik be az x, = x> véltozdcserét. Ekkor a megoldandé egyenlet a kdvetkezd:

, (1 2 3 4 . ) 1 2 3 4
X = . A 3. feladatban lattuk, hogy ennek a megolddsa x, = .
32 41 4 21 3
1 2 3 4

Tehat x* =
4 21 3

. PA £ £
]. Most vezessiik be az x, = x” valtozdcserét. Ekkor az

1 2 3 4
x22 =( 3) egyenlethez jutunk. A 4. feladatban lattuk, hogy ennek az y megoldasa

4 2 1
) 1 2 3 4 1 2 3 4), 1 2 3 4\,
itt x, = . Bevezetve a 0 = ésa 7= jeloléseket
4 2 1 3 32 41 4 2 1 3

, , 1 2 3 4 21< 21(72 21(74 20 .
felirhat6, hogy o = 39 4 1 =x" =x" =x" =..=x" =Xx hak=2n, vagyis x=0 ha

, L L 1 2 3 4 21(71 21(73 2k73 2(] .
k paros. Tovabba 7= 39 4 1 =x" =x" =x" =..=x" =Xx hak=2n+1, vagyis

x =7 ha k pératlan.
6. feladat: Hatarozzuk meg azokat az xe S¢ permutdciokat amelyekre

, (1 2 3 4 56
X =
21 6 3 45
Megoldés: Vegyiik észre, hogy a jobboldali permutéicié inverzidinak a szdma 4, ezért az
eldjele +1. A tovabbiakban igazolni fogjuk, hogy az egyenletnek nincs megolddsa. Ez azt
jelenti, hogy a jobboldali permutéicié parossidga az egyenlet megolddsanak 1étezéséhez nem
elégséges, csak sziikséges feltétel. A feladatot a 3. és a 4. feladatok mintdjara is
megoldhatndnk, de a véltozatossdg kedvéért egy mds megolddsi médszert mutatunk be.
Figyelembe vessziik a permutdciok szorzasit és, hogy az eredmény a jobboldali permutécio.
Ezért 1éteznek olyan a,b,c,d,e, f €{1,2,3,4,5,6} paronként kiilonbozé szdmok amelyekre
l5a—>2,2->5b—>1,3>c—>6,4—>d—>3,5—>e—>4 & 6> f—5. Ezt még igy is
. a b c d e f)1 2 3 4 5 6 1 2 3 456
felirhatjuk: = .
21 6 3 4 5 a b c d e f 21 6 3 45

Figyelembe vessziik, hogy a bal oldalon levd két permutacié mindegyike éppen ugyanaz az x
permutdcié kell legyen. Ha a=1 = 1—1¢s 1—2 absurdum. Ha a=2=1—>2és 2—>2



absurdum. Haa=3 = 153 é 3952 = ¢c=2 =256 = b=6 = 651 = f=] =
I —>5absurdum. Haa=4 =154 és 4—-52= d=2 =2->53 = b=3 = 351 = c=1
= l—>6absurdum. Haa=5 =155 é 552= =2 2254 = b=4 = 451 =
d=1 = 1—>4absurdum. Haa=6 > 156 ¢és 6 52= f=2 =255 = b=5 = 51
= e=1 = 1— 4absurdum. Tehat a feladatnak nincs megoldasa.

(1 2 .. 2k 2k+1

2 3 ... 2k+1 1
1 2 k-1 k k+1 ... 2k+1
k+2 k+3 ... 2k 2k+1 1 ... k+1

7. feladat: Igazoljuk, hogy az x* = ] egyenletnek egyetlen

x€ Syk+1 megolddsa az x :( ] permutécid!

Megoldis: Legyen x(1)=a. Ha a=1 = x*(1) = x(1) =1 =2 absurdum. Hasonléan x(1)=2 =

2= x(2) is absurdum. Tehét a>2. De ekkor x(2) = x(x*(1)) = x*(x(1)) = x*(a) =a+1 és igy j és
t szerinti indukciéval igazolhat6, hogy x(j)=a+ j—1, Vje {1, 2,...,2k+2— a} és
x(2k+2—a+1)=t, Vte{l,2,..,a—1} . Ezek alapjn azonnal ldthat6, hogy

x_(l 2 .. 2k+2-a 2k+3-a . 2k+l

a a+1 .. 2k+1 1 e a—1
2k+4-a=a = a= k+2 és innen a mar jelzett x permutaciot kapjuk.

j . De mivel x(a)=x*()=2 =

8. feladat: Igazold, hogy barmely xe S, permutdcio esetén 1étezik olyan pe N szdm amelyre
xP=e, .

Megoldés: Az S, véges halmaz, aminek n! szdmu eleme van, hiszen ennyi az n elemnek a
permutdcidinak a szdma. fgy a 0,0%,..,0",. sorozatnak nem lehet végtelen szdmu
kiilonbozd eleme, tehat Im,m,e N és m, <m,amelyekre o™ =0c™. A o™ inverzével
szorozva, ha p=m, —m, akkor 6" =e, . A diszjunkt ciklusokra bontdst haszndlva, p lesz a

hosszaiknak a legkisebb kozos tobbszordse. Ezt az n! értéknél kisebb p szdmot az x
permutdcié rendjének nevezik.

9. feladat: Legyen ke N a legkisebb természetes szam amelyre x'=e, és xe S, Bizonyitsuk
be, hogy k az n! osztdja.

Megoldas: Legyen H, ={e, o, 0'2,...0""1} , ez k kiilonboz6 elemet tartalmaz. Ha létezik
oS, ,a ¢ H,, akkor legyen H, ={0{1,0{10',...,0{10'k_1} , €s ez is k elemet tartalmaz. Ha még
létezik a, € S,,a, ¢ H,, H, akkor képezziik a k elemli H, ={a’2,a’20',...,0526k‘1} halmazt, és
igy tovabb. Mivel S, véges halmaz, ezért létezik egy utolsé ilyen H  halmaz. Ezutin
igazoljuk, hogy H,N"H, = ha i+ j,és mivel S, =H,UH U...UH  &saz S, elemeinek a
szdma n!, tovdbbd minden H, halmaz pontosan k elemet tartalmaz, ezért kovetkezik, hogy

n!=(p+1)k = k In!, éppen amit bizonyitani akartunk.

10. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha k az a legkisebb szam amelyre x"=e, ésxe S, , tovabba
xP=¢,, pe N is teljestil, akkor p oszthat6 k-val.
Megoldas: Feltételezziik az ellenkezdjét vagyis, hogy p nem oszthaté k-val. Ekkor 1étezik

kq+r

olyan re N,r#0,r <k amelyre p=kg+r és igy 0" =e¢ = o’ =e, ami ellentmond

annak, hogy k a legkisebb ilyen tulajdonsagu szam.



11. feladat: Létezik-e olyan xe S¢ x # e¢ permutdcié amelyre X'= eq ?
Megoldas: A 9. feladat alapjan fennéllna, hogy k=7 ossza az n! értéket, ez pedig absurdum.

12. feladat: Hatdrozzuk meg azt a legkisebb ne N" szdmot amelyre x"= e ahol
_[12345678910111213141516j

23 45618 9 10 11 12 13 7 14 15 16

Megoldas: Mivel egy 16-od rendli permuticié esetén nem vdarhatd, hogy eléggé kis n érték
esetén dalljon elé, hogy x'= ey, ezért valamilyen méds moddszert kell taldlnunk az n
meghatdrozasidra. Megkeressiik azt a legkisebb ,,lépésszdmot” amellyel egyidoben 1 az 1.
helyre, 2 a 2. helyre,...,16 a 16. helyre keriil. A jobboldali o permutaciét ciklusokra bontva
kapjuk, hogy o0=(123456) (789 10 11 12 13) (14) (15) (16). Az elsd ciklusbdl latszik,
hogy 1 -2—-3—-54—->5—>6—1 vagyis 1 hat 1épésbol keriil az 1. helyre. Ez igaz az elso
ciklus barmelyik i elemére amely 6 1épés utdn keriil az i. helyre. Teljesen hasonléan a
masodik ciklusban levd barmelyik j szam éppen hét 1épés utdn keriil a j. helyre. Tehat az
1,2,3,...,13 szamok mindegyike leghamarabb a helyére keriil éppen a 6 és 7 legkisebb
tobbszorosére, vagyis n=6x7=42-re. (L4sd a 8. feladat megoldasat is).

1 2 3 45

23145

Megoldés: Emeljiik harmadik hatvanyra az egyenléség mindkét oldalat. Azt kapjuk, hogy
1 2 3 45
9 (

X =
1 2 3 45

Valéban, a 10. feladat szerint ha 1étezne k<9 szdm amelyre x‘=e;, akkor k osztja a 9-et. De

13. feladat: Igazold, hogy az x’ =( j egyenletnek nincs megoldasa az Ss-ben.

]=es. Beldtjuk, hogy 9 a legkisebb természetes szdm amelyre x’=e;.

ekkor k=1 vagy k=3 kell legyen, de sem x=e, sem x'=e, nem igaz, ezért k= 9 tényleg a

legkisebb kért szam. De ekkor a 9. feladat alapjan 9 osztja az 5! Szdmot, ami absurdum. Tehat
valéban nincs megoldédsa az adott egyenletnek. Megjegyezziik, hogy egy mdsodik megoldast a
6. feladatnal bemutatott mddszerrel is adhatunk. Tovabba a feladat gy is beldthatd, hogy
beldssuk azt, hogy egy permutdcié 3. hatvanyra emelésével nem kaphatunk egyetlen 3
hosszisagu ciklust, mint amilyen a jobboldali permutacio.
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