Erdekes pitagoraszi szamokrol

Tuzson Zoltan

Ebben a dolgozatban kilonb6z6 érdekes tulajdonsaggal rendelkez6 pitagoraszi
szamharmasokrol, szam négyesekrol és szam n-esekrdl irtam. A leirtak alapjan is belathatjuk,
hogy akarmilyen egyszer(i téma is a pitagoraszi szdmok problematikdja, mégis sok sok
érdekes, meglepd és tanulsagos dolgokat rejteget. Erdemes tehat ezeket feltarni. A jelen
dolgozat éppen ilyen érdekességek feltarasaval foglalkozik.

Pytagoras (Kr.e. 570 — 495) az egyik legismertebb nev(i
Okori gorog matematikus. Legendakkal korulvett életérdl
alig tudunk valamit. Samos szigetér6l szarmazott, lehet,
hogy foniciai volt. Széles latokord, a tudomanyokat
mveld, a filozofia és a matematika irant szenvedélyesen
érdekl6d6  szemelyiség  volt.  Ismerte  Thalész-t,
kapcsolatban volt vele. Tanult Egyiptomban és jart
Mezopotdmiaban is. Utazésai utadn el6sz6r Szamosz
szigetére ment, hogy filozofiai iskolat alakitson. Itt
azonban ez nem sikerult neki, és ezert a dél-italiai Kroton-
ban telepedett le, ahol Milon személyében egy gazdag |
patronusra talalt. Milon nemcsak gazdag volt, hanem
koranak egyik legerdsebb fizikuma embere is. Itt
alapitotta meg tanitvanyaival a Piithagoreus Testveriséget.
Pitagorasz a filozo6fus szot is ekkor alkotta meg.

A Testvériség tulajdonkeéppen egy vallasi kozosseg volt, a szam volt imadatuk targya. A
pUthagoreusok a szdmok vizsgélatat misztikus jelenségekkel —kapcsoltak — dssze.
Szammisztikajuk az arany fogalmara épult. Az egyes szamok maguk is valamilyen fogalom
jelképei voltak. Az 5 az emberi mikrokozmosz tokéletes szamanak tartottak. Az 1, 2, 3,4 és 5
a "vilag gyokerét" jelentettek, a 10=1+2+3+4 pedig a vilag tokéletessége, az istenseg volt.
Mar tudtak, hogy a Fold gdmb alaki és mozog. Kedvelt mértani alakzatuk és misztikus
jelvényik az 6tagu csillag, pentagram, a Pitagorasz-féle csillag volt. Erdekesség, hogy a néi
egyenjogusag hivei voltak, szamos né is volt tagjai kozott. Az iskola minden tagja atok terhe
alatt eskiit tett, hogy soha nem fedik fel a vilagnak matematikai felfedezéseiket. Részben ez a
szigoru titoktartas is az oka annak, hogy Pitagoraszt kortarsai csak zavaros fejl profétanak
tekintették, semmint tudds matematikusnak. Platon is a puthagoreusokat csak életmodjuk
miatt dicsérte. Arisztotelész azonban mar felismerte és hangsulyozta Pitagorasz és kdvetinek
matematikus és tudos voltat.

Munkéassagarol: a nevét visel6 tétel (a derékszogl haromszdg befogoira emelt
négyzetek teruleteinek 6sszege egyenld az atfogora emelt negyzet teriletével.) nyomaira mar
el6tte felbukkan Egyiptomban és Babilonidban. Pitagorasznak és kdvet6inek szdmos
szamelméleti felfedezest is koszonhetlink. Ismerték az els6 négy tokéletes szamot. A
plthagoreusok voltak a primszamok els§ modszeres tanulmanyozoi. Eljutottak az irracionalis
szamok felfedezeéseig is, de ezt titokként kezelték. Ennek megsérteseért zartak ki soraik kozil
Hippaszosz-t. Megtalaltdk a pitagoraszi szdmharmasok el6allitasanak maédjat. A szdmtani
kOozépet és a kulonboz6 kozépértekeket is a plthagoreusok vezettek be. Mar
ismertékszabalyos testek kozil a tetraédert, a kockat és a dodekaédert. Pitagordsz és
tanitvanyai a matematikat szakteruletekre osztottak. (aritmetika, zene, geometria és
csillagaszat, azaz szam, elrendezes, forma és mozgas). Pitagorasz bizonyitas nélkil kimondta,




hogy az egyenld kerilet(i sikidomok kozott a kor tertilete a legnagyobb, és az egyenl6 felllet(
testek kozott pedig a gomb térfogata a maximalis. Ugy tudjuk Pitagorasz mondta ki elséként,
hogy egy pont koril a sik a szabalyos sokszogeknek csak harom fajtajaval toltheté ki
maradéktalanul, a szabalyos haromszdgekkel, a négyzetekkel, és a szabalyos hatszogekkel.
Mint emlitettik, Pitagorasz nevéhez flizGdnek az ugynevezett pitagoraszi
szdmharmasok is. A pitagoraszi szamharmasok azok a pozitiv egészekb6l allo (x, vy, z)

szdmharmasok, amelyekre x°+y*=27" teljesil. Mas széval az x*+y* =7 diofantoszi

egyenlet megoldasai. Ekkor Pitagorasz-tétel értelmében X, y, z egy derékszogl haromszdg
oldalai. A pitagoraszi szamharmasok eldallitasi modjat Pitagorasz kovetdi, a pithagoreusok
talaltak meg:
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A felsd sorban a négyzetszdmok, az also sorban pedig a paratlan sz&mok vannak. Az
also sorban talalhatd négyzetszam a felsd sorban a "felette” 1év6 két négyzetszammal egyiitt
pitagoraszi sz&mharmast alkot.

Azt hogy veégtelen sok ilyen szdmharmas van, Eukleidész bizonyitotta be el6szor.
A pitagoraszi szdmharmasok kapcsan leghamarabb azt a kérdest tessziik fel, hogy

miként hatarozhat6 meg az Gsszes pitagoraszi szamharmas, ami nem mas mint az x* +y* = 7°

egyenlet megoldasa a pozitiv egész szamok halmazan? Euklidész bizonyitotta a kovetkezOket:

(1) az x=p*-¢*, y=2pq, z=p°+q° (p>q és p, gON") szamharmas teljesiti az

x* +y? = 7* (gynevezett pitagoraszi egyenletet. Tovabba:

(2) ha (x, y, z) egy pitagoraszi szamharmas, akkor minden k O N" ,akkor (kx, ky, kz) is az.
Tehat az elGbbiekbdl felirhato a kovetkeztetés, hogy az x> +y*> = Z° egyenlet Gsszes

megoldéasa x =k(p®-q*), y=2kpg, z=k(p*+q*) (p>q és k, p, qON"). (*)
Lahato, hogy a legkisebb pitagoraszi szamharmas a 3, 4, 5. Ez azért is érdekes, mert a

benne szerepl6 szamok mind egymasutaniak. Nyomban fel is meril a kérdés: van-e még ilyen
pitagoraszi szdmharmas, amelyben a szamok egymas utaniak? Ha lenne, akkor az teljesitené
az X +(x+1)? =(x+2)* egyenletet, de ebbll az x*-2x—-3=0 egyenlet adddik, aminek
egyetlen pozitiv gyoke az x= 3, tehat a 3, 4, 5 egymasutani szamharmas egyedulallo.

Ha az el6bbi kérdésre a valasz azonnali volt, keressiink csak olyan pitagoraszi
szamharmasokat, amelyekben csak y és z az egymas utani. llyen szamharmasok példaul a
kovetkezok:

52 +12% =13%, 77 +24% =257, 9° +40° =417, 11* +60° = 61%, 13° +84° =85%,...
Vajon végtelen sok ilyen szamharmas van? Melyek ezek a szamharmasok?
1. feladat: Hatarozzuk meg az oOsszes olyan a, bON" szamokat, amelyekre igaz,
hogy a® +b® = (b+1)? )
Megoldas: Az a°+b*=(b+1)* = a’=2b+1, tehat a=2n+1 alakd, ahol nON".
lgy az egyenletb6l a 4n’+4n+1=2b+1 alapjan b=2n(n+1) adddik. Igy a keresett
tulajdonsagu 6sszes pitagoraszi szamharmas az x=2n+1, y=2n(n+1) és z=2n(n+1)+1
ahol nON". Ezekre igaz, hogy (2n+1)%+(2n(n+1))* = (2n(n+1) +1)*.



Kalandozzunk el megint a 3, 4, 5 pitagoraszi szamharmas kapcsan. Most olyan
pitagoraszi szamharmasokat keresiink, amelyekben csak az x és az y egymasutani szamok.
Ilyenek példaul a kdvetkezé szamharmasok:

207 +21° =297, 119> +120* =169°, 696> +697° =985, ...
Vajon végtelen sok ilyen szamharmas van? Melyek ezek a szamharmasok?
2. feladat: Hatarozzuk meg az 6sszes olyan a, bON" szamokat, amelyekre igaz,
hogy a*+(a+1)*> =b° (2)
Megoldds: Az a’+(a+1)°=b’ = 4a° +4a+2=2b"  egyenletb6l a
(2a+1)* —2b* = -1 egyenlet adodik, amelyik egy x> —2y* = -1 alaku, Ugynevezett konjugalt
Pell-egyenlet, err6l a [5]-ben irtam. De err6l meég a [4]-ben is olvashatunk. Erre alapozzuk a
kovetkezGket. Mivel az x, =y, =1 az X’ —2y* = -1 egyenletnek egy partikularis megoldasa,

2n—1+(1_\/§)2n—1 ) ~ (1+\/§)2n—1_(1_\/§)2n—1
és y =
2 2
osszefiiggések szolgaltatjdk, minden nONesetén. A feladatban szereplé ismeretleneket
2n-1 _ 2n-1 _
pedig igy kapjuk meg: 2a,+1=x és b =y , ahonnan a, = (1+\/§) +;l \/E) 2 , €S
b = (1+\/§)2n—l _(1_\/5)2n—1
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zart alakban, de nézziuk csak a megoldasnak egy szemléletesebb forméjat. Konnyen

ellendrizhet6, hogy az (x,) , és az (y,),, sorozatok teljesitik a kovetkezd rekurzids

. i} - 1++/2
ezért az 0sszes megoldasat az x, = 1++2)

, minden nONesetén. Ez megadja a feladatunk megoldasait

Osszefuggéseket: X ,, =3X, +4y, ésy,,, =2x +3y ,és x, =1, x =7,y,=1, y,=5. (3)
S6t, ezek alapjan eljuthatunk a kdvetkez6 rekurzids dsszefliggesekhez is:
Xorz =6X g =X, X =1, % =7 valamint y,., =6y, ~ Y, Yo =1 y; =5. (4)
Most az 2a,+1=x, és b, =y, alapjan azonnal adddik, hogy a., =3a +2b +1 eés
b . =3a +2b +2. Figyeljik meg a kovetkez6 érdekes jelenséget: a’ +(a, +1)° =b’ alapjan
szamolasokkal ellendrizhets, hogy (3a, +2h, +1)" +(3a, +2h, +2)° =(4a, +3b, +1)°, de ez
utobbi éppen azt jelenti, hogy aZ,+(a,,+1)*=b%,. Vagyis egy (a,b,) megoldas
ismeretében eljutottunk egy Ujabb (aml,bnﬂ) megoldashoz. De a (4) alapjan azonnal adddik,
hogy a,., =6a,,-a,+2, bn+2 :6bn+l_bn es 8,=0, & =3, bo =0, b1 =5 ®)
Mivel &’ +(a +1)* =h} = 3°+4°=5% ezért 3, 4, 5 a legkisebb megoldasa a feladatnak.
Tovabba az (5) rekurziok alapjan &’ +(a, +1)> =b’ 0 & +(a, +1)* =bZ, ezért az (5) rekurzid
megadja a kovetkez6 megoldast, ami éppen 20>+21*>=29°, és igy tovabb, egy
a’ +(a,+1)° =b’> megoldasbdl az (5) alapjan megkaphaté a kévetkezé megoldas, vagyis
a’, +(a,, +1)% =b?,, minden nO N esetén.

Folytassuk tovabb a kalandozasunkat az érdekes pitagoraszi szdmok kapcséan.

Az xX+y*=7" egyenletet teljesitd pitagoraszi szdmharmasok mintajara

értelmezhet6k a pitagoraszi szamnégyesek, amelyek tulajdonképpen az x* +y* + z> =t alaku
egyenlet pozitiv egész megoldasai. Es igy tovabb, az x> + X +...+ x>, = x° egyenlet pozitiv
egész megoldasait pitagoraszi szam n-eseknek nevezziik, minden nON” \{1, 2} esetén.

A 3* +4% =5° pitagoraszi szamharmasok mintajara probalunk szam n-eseket keresni:



3. feladat: Hatarozzuk meg az 6sszes olyan pitagoraszi szam n-eseket, amelyek
egymas utani szamok!

Megoldas: Tulajdonképpen olyan Xx[ON és n[ N*\{1,2} meghatarozasa a cél,

amelyekre (x+1)+(x+2)* +...+(x+n-1)> =(x+n)’ (6)
Elvegezve a szadmolasokat, figyelembe véve, hogy 1+2+3+...+(n—1):n(n_1) (i) és
242243+, +(n-1)° = (”_1)”2(2”_3) (ii), a (6) alapjan kapjuk, hogy:
(n—2)x2+(n—3)nx+g(2n2—9n+1)=0 ahol  nON"\{1,2} )

1) Ha n= 3, akkor x*—4=0 és ennek egyetlen pozitiv megoldasa x= 2, amelyre
visszakapjuk a 3% +4° =5° egyenldséget.
2) Han=4, akkor a 2x* +4x-2 =0 egyenletnek nincsen pozitiv egész megoldasa.
3) Ha n>5, akkor a (7) alatti trinom minden egyditthatdja pozitiv, tehat nincsen pozitiv
egész megoldasa.
Tehat, a 3, 4, 5 pitagordszi szamharmason kivil nem léteznek egymas utani szamokbol allé
pitagoraszi szam n-esek.
Visszatérve a 3* +4° =5% ¢sszefliggéshet, a [2]-ben a kovetkez6ket olvashatjuk:
F+4°=5
10 +11° +12% =13% +14?
217 +22% +23% + 24> = 25" +26% + 277
36> +37° +38° +39° +40% =41° +42° + 43 + 447
Mindegyik sorban csupa egymas utani szamok negyzete szerepel, és minden esetben a bal

oldalon n+1 szam, a jobb oldalon n szam szerepel minden nO N esetén. Ezért a kovetkez6
feladatot fogalmazhatjuk meg:

4. feladat: Hatarozzuk meg azokat az xON és n0N” szamokat, amelyekre
X4+ (X+D? +(X+2)2 +..+(X+Nn)> =(X+Nn+1)° +(Xx+n+2)* +...+(Xx+n+n)’ (8)
Megoldas: Elvégezzik a miiveleteket, és hasznaljuk az (i) és (ii) dsszefliggéseket, igy
az X°-2n’x-n°(2n+1) =0 egyenlet addodik, amelynek az egyetlen pozitiv gyoke az
X =2n’ +n. Ezt az értéket visszairva a (8) egyenletbe megkapjuk a feladat el6tti szampiramis
n-edik sorat:
(2n*+n)? +(2n* +n+1)2 +...+(2n° +n+n)> =(2n° +2n+1)° +(2n* + 2N+ 2)* +...+(2n* + 2n+n)?
Kalandozzunk tovabb a 3*+4°=5° pitagoraszi szamharmas kapcsan. Mivel
52 +12* =13° is igaz, a két Gsszefiiggés alapjan felirhato, hogy : 3* +4% +12° =13%. Ez egy
olyan pitagoraszi szdm négyes, amelyikben van 2-2 egymas utani szam. Vajon még vannak
ilyen tulajdonsagu pitagoraszi szam négyesek? Keressiink még ilyeneket!

5. feladat: Hatarozzuk meg az Gsszes olyan a, bON™ szamokat, amelyekre igaz,
hogy a* +(a+1)* +b* = (b+1)*.

Megoldas: Elvégezve a hatvanyra emeléseket azonnal kapjuk, hogy b=a’+a .
Igyhat, ha a= n, akkor b= n(n+1) és n* +(n+1)° +(n(n+1))? = (n(n+1) +1)> minden nON"
esetén. Kuilonboz6 n értékekre megkapjuk a tulajdonsdggal rendelkezd pitagoraszi
szamnégyeseket:

P+22+42°=3, 2243 +6° =7, 3 +4°+12° =13, 4 +5° +20> =217, ...
Az el6z0 otlet kapcsan keressiink hasonld tulajdonsagu pitagoraszi szam 6tosoket is!




6. feladat: Hatarozzuk meg az ¢sszes olyan a, b,cON" szamokat, amelyekre igaz,
hogy a’ +(a+1)* +b* +c* = (c+1)°.

Megoldas: Elvégezve a négyzetre emeléseket azonnal adodik, hogy
2

. b* |, , . )
2a’ +2a+b’ =2c, tehat c=a’ +a+? és ez egész szam kell legyen, tehat b=2m, ahol

mON", ésha a=n, akkor ¢c=n’+n+2m. Tehat a megoldas szamétdsre igaz, hogy:
n* +(n+1)>+(2m)°> +(n(n+1) +2m)* =(n(n+1) +2m+1)>. Az m nON"  kul6nboz6
értékeire kiilénbdz6 pitagoraszi szam 6tdsoket kapunk.

Belathatd, hogy az utdbbi két feladatban hasznalt étlet tovabb is folytathato.

Az el6z6ekben bemutatott kalandozasok kapcsan termeészetesen merilhet fol a

kovetkezd kérdés: ha az x> +y® = Z° (sszes megoldasat a (*) Gsszefiiggés adja, milyenek a
pitagoraszi szam négyesek és altalaban a szam n-esek?

Az els6 kérdésre a valaszt a [3] —ban megkapjuk, miszerint az x° +y*+2° =t°
egyenletnek az 6sszes, pozitiv egészekbdl allo megoldésai a kdvetkezdk:
x=k(p’-o°-r?), y=2kpq, z=2kpr, x=k(p*+qg*+r®), ahol p*>q*+r?,
k,p,g,r ON". Lathato, hogy ezek a megoldasok nagymértékben hasonlitanak a (*) alatti
megoldasokra.

A masodik kérdésre a valasz mar komplexebb, ugyanis az x> +X +..+ X, =X
egyenletnek nem ismerjik az 6sszes pozitiv egészekbdl allo szam n-eseit, ellenben tudjuk,
hogy a kévetkez6 szamok megoldasai az egyenletnek: x = pf — pf —...— p>,, % =2p,P,,

X =2 P, o X T2PPs X =R Pt piy, ahol pi>prEpltpr és
minden bet(i pozitiv természetes szamot jel6l. Szdmolasokkal konnyen ellenérizhetd, hogy a
megadott szdm n-es, valdban teljesiti-e az egyenletet.

Ezzel befejezziik kalandozasunkat az érdekes pitagoraszi szamok vilagaban.
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