OSSZEGEK RACIONALIS TORTFUGGVENYKENT VALO
FELIRHATOSAGAROL

Diné Ksroly tanar, Marosvasarhely és Tuzson Zoltan tanar, Székelyudvarhely

Tekintsiik a kdvetkezd ismert dsszegezési képleteket:

TRTE TN (hd),

n(n+1)n+2)

3
1 1 1 n
— .t = :
1.2 2.3 nn+1l) n+l
Megfigyelhetd, hogy mindharom osszeg felithato »n racionalis tortfiiggvényeként.
Célunk részletesebben megvizsgilni, mely osszegek irhatok fel hasonlo alakban. A felirhatosag-
ra adunk egy sziikséges feltételt, majd tovabbi példakat oldunk meg.
A feladat megfogalma:zasa.
Adott az (a,),,, valos szamsorozat, mely segitségével képezziik az
S,=Y.a,=a, +a,+.+a,
k=1

102423+ . 4n-(n+1)=

osszegeket.
Ertelmezés. Azt mondjuk, hogy az S, 6sszeg felirhato n racionalis tortfiiggvényeként,
; : ; : ¢ P .
ha léteznek a P és Q valos egyiitthatos polinomok ugy, hogy S, = QEH; ,VneN".
n

Feladat. Adott az (a,),,, sorozat. Dontsiik el, hogy az S, = Za, Osszeg felirhato-e
k=1
n racionalis tortfiiggvényeként!
A feladat részleges megoldasa.
Eloszor azt az esetet vizsgaljuk, amikor az (a, ),,, sorozatnak csak véges szamu tagja

kiilonbozik nullatol, vagyis létezik n, e N agy, hogy a, =0, Vn2n, esetén.

P
Ha feltételezzik, hogy S, = o
Q(n)

, ahol P és O valds egyiitthatos polinomok, akkor

nzn,=S§,=8§, = P—('Q = M = P(n)Q(n,)— P(n,)Q(n) =0, tehat az

Oy Qny)
F(X)= P(X)Q(n,) = P(1,)Q(X)
valos egyiitthatos polinomnak végtelen sok valos gyoke van (ugyanis F(n)=0, Vn2n,,neN )
Ez csakis Ggy lehetséges, ha F azonosan nulla polinom, ahomnan kévetkezik, hogy
gi);; = gi:::; , Vx e R, vagyis az S, =—g—2—:—; osszeg dllandd. Innen pedig az kovetkezik,
hogy n, =1, vagyis az (a,),,, sorozatnak legfennebb az elso tagja killonbézik nullatol.
1. tétel. Ha az (a,),,, sorozainak csak véges szami tagja killonbozik nullatol, az

n .

S, = Za,i Osszeg akkor és csakis akkor irhgto fel n raciondlis tortfiggvényekent, ha
k=1

barmely n>2 esetén a, =0.
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A tovibbiakban olyan (a,),, sorozatokat vizsgilunk, amelyeknek végteleniil sok

nullatél killdnbdz tagja van. Ezeket nemelfajult sorozatoknak nevezziik. ' :
A raciondlis tortként valo felithatosig egy sziikséges feltételét a kovetkezo tétel ada
meg.

2. tétel. Adott az (a,),,, nemelfajult valds szamsorozat. Ha az S, = Za, Osszez
A=1

et 2tonfi .
felirhaté n raciondlis tortfiggvényeként, akkor a b, = —aL' dltalanos taggal értelmezes:

n

4 : anH
sorozat konvergens és lim—2L =],
‘ n—o0 a
n

Bizonyitds. Feltétlezziik, hogy van olyan P és Q valos egyiitthatos polinom, amelyre
_ P(n) _P(n+ 1)Q(n) - P(n)Q(n+1) &

= %, VneN',a,, =S-S5, Q(n+1)Q(n)
o g PmOn=1)-Pr-10M)
rf n n-1 Q(H)Q(n - l)

a,, P(n+1)Q(n)- P(n)Q(n+ ) Qn-1)

a, B P(n)Q(n-1)- P(n-1)Q(n) . Q(n+1)

Az F(X)=P(X+1)Q(X)- P(X)Q(X +1) polinom nem-azonosan nulla. Ellenkezd
esetben a,,, =0 (Vn €N) eredményre jutmink, ami ellentmond a feltételnek. Ez azt jelenti.

(nH

Y -1 , ., ,
hogy lim F(XH): 1. Hasonloan: lim oAX )=l és (1) alapjan a b, = altalanos
Yoo F( ) Yoo Q( +l) a,
4 ' 4 : an+l
taggal értelmezett sorozat konvergens és lim——=1.
n—-ro a"
Alkalma:zasok.

[ I
) Az §, = I+F+—2—'+...+—' osszeg (melynek hatarértéke e) nem irhato fel =
2! n!

racionalis tortfliggvényeként, ugyanis lim dust i = 0. (Ez egy régebbi versenyfeladat,
n-om a" Nn—x ”

szerzoje Dan Vuza.) _
2) Az §,=1+q+q¢’+.4q" (q#1) Osszeg nem irhaté fel »n  racionals

tortfiiggvényeként, mivel lim—-

[ 22}
a"

=g # 1. Tehat egy nem allandé mértani haladvany dsszege

nem irhato fel » racionalis tortfiiggvényeként.
3) A "Matematika Tanitasa" folydiratban jelent meg a kovetkezo feladat (szerzoje
Csete Lajos):
Vannak-¢ olyan p és ¢ valos egyiitthatds polinomok, amelyekre a
d()+d(2)+..+d(n) _p(n)
n K q(n)

cgyenldség minden pozitiv egész n esetén teljesiil? (d(n) az n pozitiv egész szam pozm
osztoinak szamat jeléli.) ,
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Megoldds. Ha van ilyen, akkor d(1)+d(2)+..+d (i) = "'f(;” , vagyis S, = }":d(k)
q(n

k=1

. . d
n raciondlis tortfiiggvényeként irhato fel. De lim (n+1) #1, ami a 2. tétel alapjan

nvn d(n)
cllentmondas, tehat a feltételnek megfeleldo polinomok nem léteznek.

Megjegyzések. 1) A jegyzet elején felsorolt dsszegek teljesitik a lim 224 = | feltételt.

n=»rn a"
2) A 2. tétel sok esetben nem ad valaszt a racionalis tortfiiggvényként valé felirhatosag
kérdésére. Az
I 1

1
T+ =+ =+, +—
2

n
1+v2 +3+.+/n
| | |
It rieatip,, i
V2 3 Jn

osszegek, altalanosabban 19 +2“ + 3"+, +n” (ahol a e R\N) teljesitik a lim

n—oo a"

an+l = I

feltételt, de esetiikben a 2. tétel alapjan nem donthetd el a racionalis tortként valo felirhatosag
kérdése.
SZAKIRODALOM

[1] D. Andrica. E. Jecan: Teste de matematica (Editura GIL-Zalau, 1995)
[2] A Matematika Tanitasa (2/1996) - modszertani folydirat

A MORLEY - FELE HAROMSZOGROL

Tamas Sandor tanar, Szecselevaros, Brasso

A Morley-féle haromszég csucsai, egy hiromszog szomszédos szogharmadolo
egyeneseinek metszéspontjai. Morley tételének értelmében ez a haromszog egyenlé oldahi. (A
tétel mértani bizonyitasa megtalalhaté [1]-ben és [2]-ben.)

Jelen jegyzetben a hiromszdg oldalainak hosszit hatirozzuk meg trigonometriai
szamitasok segitségével.

A Morley-féle haromszég meghatirozasipak
értelmében  felithatjuk, hogy ~ ABD=DBE = EBC

A
BCE = ECF = FCA; CAF = FAD = DAB.
Az ABD haromszogben a szinusztételt alkalmaz-
zuk:
¢-sin f
BD e . " ¥ 3 s
= = BD = =
‘ -A-(2”C) Vi c1.c¢
sm--  sm| — + — COS— — -~ SIN —
) £ 3 33 2 3 2 3

B C

2c¢sin A
3

c .C
3 | St P
\/_cos_; sm3
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