Kér rokon szamldalasi probléma altalanositasa

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a dolgozatban két rokon szdmlalasi probléma altalanositasaval foglalkozunk. Kezdjik az elsé
problémaval!

1. Négyzetek a racshalézaton

A 2015-2016-0s Brenydé Mihaly Orszagos Pontszerz6 Matematika Verseny Ill. forduléjdban a 3.-4.
osztdlyos tanuldk részére kitlizott 3. feladat a kovetkez6 volt:

,Hany kllénb6z6 négyzetet rajzolhatunk az alabbi négyzetracsra, ha a négyzet csucsai illeszkednek a
négyzetracs racspontjaira? (Két négyzet killonbo6z4, ha legalabb egy cstcsuk kiilonb6z6.) Rajzokkal
valaszolj!”

A feladat megoldasa még ezen a szinten sem okoz gondot féleg ha figyelembe vessziik, hogy ferde
helyzetl négyzeteket is rajzolhatunk, és ekkor a vdlasz a kovetkez6 abrakrdl olvashaté le:
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Tehat 6sszesen 9+4+1+4+2=20 négyzetet rajzolhatunk a racspontokra.

A tovabbiakban az el6z6 feladatot fogjuk altalanositani, amikor a 4x4-es racs helyett (n+1)x(n+1) racspontbdl
allé racshaldzatrdl van szd, ahol n> 1 természetes szam. Latni fogjuk, hogy ez az altalanositds nagyon
tanulsagos és érdekes lesz.

Mar az el6z6 feladat megoldasa soran lattuk, hogy tulajdon képpen két részfeladatrél van sz6. Az
egyik az, amikor a vizszintes helyzetli négyzeteket szamoljuk meg, a masik pedig az, amikor a ferde



négyzeteket szamoljuk meg. Az altaldnositas soran is igy jarunk el, ezért megfogalmazzuk a kévetkezé két
segédfeladatot:

1. feladat: Legyen n > 1 természetes szam. Hany kilénbdz6 négyzetet rajzolhatunk egy nxn-es
négyzetracsra, ha a négyzet cslcsai illeszkednek a négyzetrdcs racspontjaira, és a négyzet oldalai csak
vizszintesek vagy fliggblegesek lehetnek?

Megoldas: Az 1x1-es kisnégyzetekbdl éppen nxn = n? darab taldlhatd. Most nézziik a 2x2-es méretli
négyzeteket. Ezekbél soronként n — 1 darab van, és lefele n — 1 sorunk lesz, ezért 6sszesen (n - 1) x (n-1) =
(n - 1)? darab 2 x 2-es kisnégyzetiink lesz. Ezt az eljarast folytatva az (n-1)x(n-1)-es négyzetbdl, 2 sorban,
soronként 2 van, azaz 8sszesen 2 x 2 = 22, Végiil az n x n-es négyzetbdl 1 darab van, és ezzel megkaptuk, hogy
az n x n-es lathaté V(n) vizszintes négyzetek szama:

n(n+1)(2n+1) 2n*+3n’+n
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V(n)=12+22+3%+...+(n-1)?+n2= (1)

A megoldas soran szintetikusan is gondolkodhattunk volna, példaul igy: Jel6ljiink ki a négyzetracs
bal felsé sarkdaban egy kxk nagysagu négyzetet. Ezt a négyzetet egyesével (n-k)- szor lehet jobbra
|éptetni a négyzetracs jobb oldaldnak az eléréséig. Ha ehhez a szamhoz hozzaadjuk a kezdeti 1
poziciét, akkor megvan a vizszintesen megszamlalhaté négyzetek szama éppen (n-k+1). Mivel
négyzetrdcsrol van szo, ezért fliggblegesen, az oszloponként is ugyanennyi van. Innen addédok tehat,
hogy az 6sszes lathatd négyzetek szama:

- n(n+1)(2n+1
> (n—k+1)?=n*+(n-1)°+..+ 22 +1? _n(n+D(@n+1)
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2.feladat: Legyen n > 1 természetes szam. Hany kilénboz8 négyzetet rajzolhatunk egy nxn-es
négyzetracsra, ha a négyzet csucsai illeszkednek a négyzetracs racspontjaira, és a négyzet oldalai nem
vizszintesek és nem fligg6legesek?

Megoldas: Tehat dgymond ferde négyzetektdl van szé. Az altalanos eset jobb megértése végett, figyeljik
meg részletesen az el6bbi 3x3-as esetet. Az el6z6 feladat alapjan tehat a vizszintes elhelyezkedési négyzetek

szama 9+4+1=1?+22+3? . Most a ferde helyzet(i négyzetek szamat fogjuk megallapitani. A megoldas
T'—-ﬁ_ﬂ lényege a kdvetkez8: minden ferde négyzetet gy tekinthetiink, mint egy négyzet
|
{

keriletére irt négyzetet. Példaul, a mellékelt dbran levé ferde négyzetet ugy tekintjlik,
” mint egy 7x7-es négyzet keriiletére irt négyzetet. Ha most a ferde négyzet bal felsé
csucsat a racspontokon jobb fele Iéptetjik egyet, akkor éppen 6 ilyen méretdi, de

F J_ kiilonboz6 négyzetet kapunk.

Visszatérve a 3x3-as feladatra: a vizszintes 2x2-es négyzet mindegyikébe 1-1 ferde
négyzetet irhatunk, ezért van beldlik 4 darab. A 3x3-as vizszintes négyzet kertletére 2 darab egyforma
négyzetet rajzolhatunk. Osszefoglalva tehat, az nxn-es racson ha F(n)-el jeléljik a ferde négyzetek szamat,

és S(n)-el az osszes négyzetek szamat, akkor felirhatd, hogy: F(n)=4+2=1*x2+2*x2 tehat
SE) =1 +22+F +F(3)=1"+2°+3 +1°x2+2°x2=20. A kapott eredmény kénnyebb
altalanosithatdsaga végett fogalmazzuk meg ezt az eredményt 4x4-es esetben. Ekkor ez irhaté:

S(A) =1 +22+F + 42 + F(4) =1 + 22 + 3 + 4% +1? x3+2? x 2+ 3 x1. Igy most mér kialakul az altaldnos
képlet megfogalmazasa is, amit nem kell indukciéval bizonyitanunk, hiszen a magyardzat direktbe
megfogalmazhatd nxn-es racs esetén is. Tehdt nxn-es racs esetén

FN)=1®x(n-D+22x(N—2)+..+(n—2)*x2+(n-1)?x1

Ezt az Osszeget fogjuk most zart alakra hozni:
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F(n)= Zkz(n -k)= nZkZ —Zk3 =n (n 1)n6(2n 0 _1 (n4 D) . Ha most elvégezziik a szamolasokat
k=1 k=1 k=1

n?(n? -1)

azt kapjuk, hogy F(n) =
pj gy F(n) B

3. feladat: Legyen n > 1 természetes szdm. Hany kilénb6z6 négyzetet rajzolhatunk egy nxn-es
négyzetracsra, ha a négyzet csucsai illeszkednek a négyzetracs racspontjaira?
Megoldas: Vegyik észre, hogy nincs mas dolgunk, mint 6sszeadjuk a két el6z6 feladat eredményét, vagyis
n(n+1)(2n+1) n?(n%-1) _ n(n® +4n® +5n+2)

6 12 12

S(n)=V(n) + F(n) ami azt jelenti, hogy S(n) =
Ezzel dltalanositottuk a feladatot, és az is belathatd, hogy ha n=3 akkor S(3) =20 valéban igaz.

2. Haromszogek a racshaldzaton
A probléma ezuttal nem a négyzetracsos halézaton, hanem a szabalyos haromszégracs haldzaton lesz
targyalva.
A K6Mal 3/1992/marcius, 126. oldal, GY: 2763. feladata a kdvetkezd: c

Egy szabdlyos haromszog minden oldaladt 5 egyenl6 részre osztottuk, majd az
osztopontokon at a haromszog oldalaival parhuzamos egyeneseket rajzoltunk.
Ezeknek az egyeneseknek és a haromszog oldalainak a haromszog belsejében és
kertletén 21 metszéspontjuk van. Hany olyan szabdlyos hdromszog van, amelynek
mindhdrom csucsa ezen metszéspontok egyike? A 8

A probléma megoldasa nagyon hasonlit az el6z6 probléma megoldasara. A vizszintesen elhelyezkedd
haromszogek mddszeres megszamlalasa nem tlinik nehéznek, és valéjadban nem is az. Ellenben vannak ferde
(elcsavart) szabalyos haromszogek is! Ezeknek a megszamldldsa valamilyen jé6 mddszert igényel. Ez meg fog
egyezni azzal a mddszerrel amit a négyzetek esetén alkalmaztunk: minden ferde haromszoget, ugy tekintiink,
mint egy szabalyos haromszogbe ,beirt” haromszoget!

Ismételjiik csak hat, hogy is jartunk el a négyzetracs esetén.

. ® & y w v
X
y Q
s y
X
X
2 Y 5 x Vv U Y a"w

Minden PRS ferde négyzetet Ugy tekinthetlink, hogy bele van irva, egy racsnégyzetbe, amelyeknek a
méretei 1x1-t6l nxn-ig valtoznak, és természetesen a beirt négyzet csticsai a kxk méretli négyzet
kerilletén vannak. Ezutdn, az R csucsot a T-t6l kezdve a racson |éptetjiik a W felé, masszdval a PQRS négyzetet
forgatjuk” (és nyujtjuk is) tgy, hogy a csticsok megmaradjanak az UVWT négyzet keriiletén. igy egy k xk
méretld UWVT négyzet esetén, éppen k —1 beleirt kiilonb6z6 ferde PQRS négyzetet kapunk.

A szabdlyos haromszogek esetén pontosan ugyanigy jarunk el. Itt is |éptetjliik példdul a P csUcsot az
UV oldal racspontjain, és ezzel egyid6ben természetesen az R és a Q csucsokat is, vagyis a PQR haromszogek
forgatva valtoznak. Itt is belathato, hogy amennyiben az UVW racsharomszog k x k méretd, ugy k —1 beleirt

kildnb6z6 ferde PQR szabalyos haromszoget kapunk, minden k e {L 2,..., n} esetén.



Miel6tt azonban altaldnositanank a feladatot, elébb oldjuk meg a kit(iz6tt sajatos esetet, amikor
n=>5. Jeldlje rendre A(), A(2), ..., A(B) az 1, 2, ..., 5 egységnyi oldalhosszal rendelkez§ A helyzetl

haromszogek szamat, amibe még beleszamoljuk az illeté hdromszogbe beleirt ferde érinté haromszogeket is.
Természetesen A(l)=1+2+3+4+5=15, tovdbbd nézzikk a A(2) értékét: az abran

lathaté 2 egységnyi oldallal rendelkez6 haromszéghdl az eredeti rajon éppen
1+2+3+4=10 darab van, de mindegyikben van egy beirt ,sziirke” kishdromszog (igy a
forditott allasu 1 egységoldali haromszogeket is megszamoltuk, nemcsak a A helyzetlieket).
Tehdt A(2)=2-10=20.
Nézzik most a A(3) értékét. Az eredeti abrdn a 3 oldalegységnyi szabalyos haromszogbdl

1+2+3=6 darab van, és mindegyikben van 2—2 ferde haromszdg, amint az dbran is lathatdak. Tehat
AR)=6+2-6=3-6=18

Nézziik most a A(4) értékét. Az eredeti abran a 4 oldalegységnyi szabalyos hdromszogbél 3 darab

van, a harom csucsnal. Nézziik most a beleirt hdaromszogeket:

Beldthato, hogy ezekbdl éppen 3 kiilonbozé van, igy A(4)=3+3-3=4-3=12.

Tovabba kénnyen beldthatd, hogy 1 darab 5 egységnyi hdromszog van, és ebbe beirva még van 4 darab.
Tehdt A(5)=1+4-1=5-1=5 . Tehdt a feladatunkra a védlasz: S(5)=1-15+2-10+3-6+4-3+5-1=70
haromszog a valasz.

Az el6z6 valaszt tudatosan irtuk az el6bbi alakba, ugyanis igy konny( az altalanositds, ugyanis az
1 2, 3, 4,5 egymas utani szamok melletti szorzétényez6k éppen az ugynevezett ,haromszog-szamok”,

1.2 2-3 3-4 _n(n+1)

vagyis ha t; =1=7, t, :1+2:T' t; =1+2+3=7 és dltaldban t, =1+2+...+n= . Ekkor
tehat az el6z6 ('jsszeg kiemelt formaban igy irhato:
SB)=1-t;+2-t,+3-t, +4-1,+5-1, = }:(6 k)t, = }:(6 k)k(k+4) Tehat tulajdonképpen

A(m) = (5+1—m)2(5+2—m)

kovetkez6képpen kapjuk meg: S(n) = 2(6 K)———= k(k +1) 1(62k2 +62k —st —Zkzj .
k=1 k=L ke k=1

, Vme{1,2,3,45} . lgy hat a feladat &ltaldnositdsanak az &sszegét a
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Es mivel k= _, k® =| ——= | ezért szdmoldasok utan kapjuk, hogy

n(n+1)(n+2)(n+3) _ct
24 n+37

S(n)=

VvneN esetén. Természetesen, ha n=5 akkor S(5) =70 adddik, ami

éppen a kitlizott feladat megoldasa.



