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Geometriai széls6értékek
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a részben geometriai problémak szélséértékeinek a megallapitasaval foglalkozunk, a
sikgeometriai vizsgalatokat részesitve elénybe. Ezuttal is csak elemi mddszerekkel bizonyitunk,
mellGzve a fels6bb matematikai fogalmakat, ismereteket, szamolasokat.

1. példa: Az ABCD konvex négyszog belsejében keressiik meg azt a P pontot, amelyre a

PA+PB+PC+PD Gsszeg minimalis.
Megoldas: Igazolni fogjuk, hogy a széban forgd P pont éppen az
AC és BD atlok metszéspontja lesz. Feltételezzik az ellenkezéjét
vagyis, hogy az atlok metszéspontjan kivil Iétezik olyan P’ pont
amelyre P’A+P’B+P’C+P’D < PA+PB+PC+PD. A haromszog
egyenlGtlensége alapjan felirhatd, hogy
P’A+ P’C> AC = PA+ PC és P’B+ P’D> BD= PB+ PD és ezek
Osszegzésébdl adadik, hogy P’A+P’B+P’C+P’D> >PA+PB+PC+PD
és ez ellentmondas.

2. példa: Adott kérlemeznek egy tetszés szerinti pontjaban rajzoljuk meg a legnagyobb és a
legkisebb hurt!

Megoldas: Legyen P a kérlemez egy adott pontja. Nyilvan vald, hogy ezen at
huzott leghosszabb hur éppen az 4tméré lesz, legyen ez A;B1 . Legyen most 4

A;B; egy masik har, amelyik athalad a P ponton. A pontnak a korre
vonatkoz6 hatvénya szerint ellenben A P-PB, = A,P- PB, =dllando . '
De a szamtani és mértani kozepek egyenlGtlensége alapjan felirhaté, hogy

A,B, =A,P+PB, 2/A,P-PB, =dllando, egyenl&ség akkor all fenn, ha
A,P = PB, de ez csak akkor igaz, ha az A, B, hur mer6leges az A B, hurra.
3. példa: Azon haromszogek koziil, amelyek egyik szége &, a vele szemkdzti oldala a,
szerkesszik meg a legnagyobb keriilet(it! A
Megoldas: Tehat a széban forgd ABC haromszog A szége ¢ nagysagu, €s
BC oldala a nagysdgu, adott szakasz. Ezek szerint az A pont egy olyan
koron véltozik, amelyben a BC egy hiur, és az A cstics a korén van, o

nagysagu kertileti szog. A szinusz tétel alapjan " U &
a b c a

- =——=— = 2R . Mivel ——allandé, ezért az R is allandé.
sind sinB sinC sin &

Tovébba b =2Rsin B, ¢ =2Rsin C ahonnan kapjuk, hogy

B1

o

b+c:2R(sinB+sinC)=4RsinB;CCOSB;C =4Rcosa-cosB_C <4Rcosa =dllando
B-C B-C

Egyenl8&ség csak akkor 3ll fenn, ha cos 5 =le 5 =0 < B =C vagyis az ABC haromszog

egyenld szaru.
4. példa: Egy téglalap oldalai 12cm illetve 9cm hosszuak. Bizonyitsuk be, hogy a téglalapba
irhato négyszogek kerilete legalabb 30cm!
Megoldas: A téglalapba egy tetsz6leges MNPQ négyszoget irunk. Vegylk észre, hogy ez egyre kisebb
méretl, ahogy két oldala a négyzet egyik atléja felé kdzeledik. Ezen kozeledéskor (lasd az dbrat) az
MNPQ négyszog két oldala a 0 felé kozeledik, masik kettd pedig a téglalap atldja felé tart. Végsé



allapotban megkapjuk a degeneralt négyszoget, amelyiknek D p

két oldala az MQ és NP éppen 0-val egyenld, az MN és PQ P ¢
oldalai pedig a téglalap atléjaval, ami éppen 15 cm. Ezek N
szerint a minimalis kerilet 2x15=30 cm. f{,

A téglalapba egy tetsz6leges MNPQ négyszoget irunk. Vegyuk Q | » .
észre, hogy ez egyre kisebb méretd, ahogy két oldala a " X B
négyzet egyik atldja felé kozeledik. Ezen kdzeledéskor (lasd az M 12

abrat) az MNPQ négyszog két oldala a O felé kozeledik, masik kett6 pedig a téglalap atldja felé tart.
Végs6 allapotban megkapjuk a degeneralt négyszoget, amelyiknek két oldala az MQ és NP éppen 0-
val egyenld, az MN és PQ oldalai pedig a téglalap atldjaval, ami éppen 15 cm. Ezek szerint a minimalis
kerilet 2x15=30 cm.

5. példa: Egy 30 cm oldali négyzet négy sarkabdl vagjunk le négy
egybevagd négyzetet lgy, hogy a lap négy szélének a felhajtasaval a
lehetd legnagyobb térfogatu dobozt kapjunk! Adjuk meg ennek a

térfogatat!
Megoldas: Jeloljik x-el a » *
levdgando kis négyzet P — o
oldalanak a hosszat. A ’_f = ?
doboz méretei a mellékelt & P 2| g

30 — 2z 30 — 22
4bran lathatok. Ennek a 30 —2a 2

térfogata V = (30— 2x)*x ahol O< x< 15. Ekkor felirhaté, hogy 4V = (30 —2x)- (30 —2x)-4x, és

. o a+b+c . . g
mivel 30—-2x+30—-2x+4x =60=dllando , ezért az 5 >/ abc egyenlStlenség alapjan

4V = %/(30— 2x)-(30—2x)-4x < ? =20.1gyhat V., =20-20-5=2000 és egyenl8ség csak

30-2x=4x < x =15 esetben éll fenn.
6. példa: Adott egy e egyenes és egyik az egyik oldaldn két kilonb6z8 pont, A és B. Szerkessziik
meg az e egyenesen azt a P pontot, mely esetén az APB torott vonal hossza minimalis. (Héron

problémadja, vagy tiikrozési elv)

Megoldas: Bebizonyitsuk, hogy azon P pontra minimalis az 6sszeg, amelyre ¢PA = ¢PB

v e

A B pontot tiikrozve az e egyenesre, a B' pontot kapjuk, amire igaz, hogy AP+ PB= AP+ PB’, igy az
AP+ PB’ minimuma pedig ugy all el6, hogy P rajta van AB'-n amikor is P1 = P, = P, . Masfeldl, ha N az
e egyenesnek a P ponttdl kiilénb6z6 pontja, akkor megmutatjuk, hogy NA+NB> PA+PB. valéban, mivel
NA= NA’ és AP=AP’, a fenti relacié A’N+NB>A’B-vel egyenértékd, ez pedig a haromszog egyenlStlensége
alapjan igaz. e

7. példa: Bizonyitsuk be, hogy az egyenlé alapu, és egyenld teriletd
haromszogek kozil az egyenld szarinak a legkisebb a kerilete.
Megoldas: Legyen az A és B pont a két rogzitett pont. Mivel az ABC
haromszog terilete allando, ezért a C cslcs egy olyan e egyenesen mozog,
amelyik parhuzamos az AB egyenessel. Ha a CA+CB 6sszeg minimalis, akkor



—

a tikrozési elv szerint ACe = BCe , ez pedig csak CA=CB esetben lehet igaz.

8. példa: Legalabb mekkora annak a trapéznak a keriilete, amelynek alapjai 10 cm és 20 cm

hosszUak, magassdga pedig 12 cm?

Megoldas: A mellékelt dbra jel6léseit és szdmadatait 10 C
haszndlva, a trapéz keriilete helyett elegend6 megkeresni a
DA + CB szakaszosszeg legkisebb értékét. Ebbdl a célbdl
csusztassuk el parhuzamosan a trapéz DA szarat a CC’ 12
helyzetbe. Ekkor tehat a BCC’ toréttvonal minimumat kell
megallapitani. vegylk észre, hogy ezuttal is alkalmazhaté a
tiikrozési elv, miszerint a BC+CC’ 6sszeg akkor lesz minimalis, A C'
ha CB= CC'. Ekkor kiszamolva Pitagorasz tétellel a trapéz szarat 20
azt kapjuk, hogy BC=AD= 13 cm. igy hat a trapéz legkisebb trapézkeriilet 56 cmxcm.

9. példa: Hatdrozzuk meg az f:R—>R, f(x)= \/x2 —8x+41 +\/x2 —2x+37 fuggvény
minimum helyét!
Megoldas:A fliiggvény igy is felirhaté: f(x)= \/(x —4)*+5° + \/(x— 1)> +6° . Tekintsiik a
kovetkezd pontokat: M(x,0); A(4,-5); B(1,-6). Vegytik észre, hogy f(x)=MA+ MB , ahol M(x,0) az
Ox tengely egy valtozd pontja. Tehat ennek az 6sszegnek a minimumat kell meghatarozni. A tikrozési

elv szerint ez az 8sszeg akkor minimalis, ha MA=MB, vagyis \/x2 —8x+41= \/)c2 —2x+37 ahonnan

2
X ZE adaddik, ami éppen a keresett minimumhely.

10. példa: Mennyiaz f(x)= \/2)62 —8x+16+ \/2x2 +6x+9 fuggvény minimua, ha xe R.
Megoldas: Az adott fliggvény még igy is felirhato: y

2 2 2 2 . .
f(x):\/x +(x—4) +\/x +(x+3)" .Eznem mas, mint az P.04) % € 5
y = x egyenletli egyenesen elhelyezked6 P(x,x) pontnaka -
tdvolsdgainak az 6sszege a F,(0,4) és P,(0,-3) pontoktdl 1 ?
vagyis f(x)= |PP1| +|PP2| . Minimizalni ezt az értéket azt ’

jelenti, hogy megkeresni az y=x egyenesen a P pontnak azon 14
helyzetét, amelyre a |PPI|+|PPZ| Osszeg a lehetd leg kisebb. 1

Beldthatd, hogy ez akkor a leg kisebb, ha P éppen egybeesik az 4 P2(0:-3)
O origoval, tehdt f(x) = f(0)=4+3=7

11. példa: Két, egymdsra merGleges Uton a keresztez6dés

felé egyenletes sebességgel halad két kerékparos. Egyszerre o

indultak, az egyik 30 km/h sebességgel 20 km tavolsagbdl, a

masik 40 km/h sebességgel 10 km tavolsagbdl. Mikor és hol

lesznek egymashoz a legkdzelebb? .

30x

Megoldas: Legyen a keresett idé 6raban mérve x. Ekkor az egyik
uton haladé kerékparos 30x km-t tett meg, mig a masik
kerékpdros éltal megtett 4t hossza 40x km lesz. A két 20 - 30x 01(2, s
kerékparos aktudlis tavolsagat Pitagorasz tételének 8 izt
alkalmazasaval szamolhatjuk: d(x) = \/(20—3>x)2 +(10-40x)* .
2Y 2

Legyen d*(x) = f(x)=2500| x—=| +100. A fuggvénynek x == —_—

gy (x) = f(x) ( Sj ggvény 5 Tl

nél lesz minimuma, az az a két kerékparos g Ora = 24 perc mulva lesz a legkdzelebb egymashoz.

3



Ez a minimalis tavolsag +100 =10 km lesz. Ekkor a 40 km/h sebességgel haladd

kerékparos mar athaladt a keresztez6désen.

12. példa: Adott az ABC hiaromszog €s sikjaban az e egyenes. Keressiik az e egyenes azon

P pontjat, amelyre PA® + PB* + PC’ minimélis! A

Megoldas: Helyezziik az dbrat koordinata rendszerbe!
Specidlisan az e egyenes legyen az x tengely! A keresett P &)
koordindtdi: P(x;0). Irjuk fel koordinitdkkal a széban forgd
tdvolsdgok négyzetosszegét: f(x)= PA* + PB* + PC* =
=(x—x1)2+y12+(x—x2)2+y22+(x—x3)2+y32: B (x2y2)

=3x7 20X, + X, + X)X+ X + X +x; +y. +ys +y: . Azf

o) 4

fliggvénynek minimuma van, és ezt a minimumot az

X +x,+x At 4 PR
x =—1—2—3 ¢értékre veszi fel, melybdl lathat6, hogy a keresett P pont nem mds, mint az

ABC haromszdog S silypontjdnak az e-re bocsatott merdleges vetiilete.

13. példa: Keressiik megaz E = \/x2 +(4-y)’ +\/y2 +(3—x)* kifejezés szélséértékeit, ha
xe[0,3], ye [0,4]!

Megoldas: Tekintsik a 3 és 4 oldalhosszu téglalapot. Annak oldalain vegyik fel az x és 3-x valamint y
és 4-y tavolsagokat, amint a mellékelt dbra mutatja. Ekkor lassuk be, hogy

JE+(@ =) 4y +(B=x)> =AB+BC2 AC = /(x+3—x)* +(y—4—y)’ =v3* +4° =5
hiszen az ABC torottvonal mindig hosszabb vagy egyenl6 az AC szakasszal.

c C

p 3

A B
4y Y A 4

X

Masfel6l figyeljik meg, hogy az ABC torottvonal akkor lesz a leghosszabb, ha a B csucs lekeril a

téglalap jobb alsé sarkaba (lasd a masodik abrat). Ezért \/x2 +(4- y)2 +\/y2 +(3-x)<4+3=7.
. . . . . A. B.C
14. példa: Ha A, B, C egy haromszog szogei, akkor mennyi a E = sin —sin —sin — szorzat
maximuma?

L . . . . . A. B .C
Megoldas: Osszeggé alakitva az elsé szorzatot rendre felirhatd, hogy: E =sin—sin—sin— =

1 A-B A+B). C 1 . CY. C
—Cos sm; SE l—smz smE . Tovabba a szamtani és mértani kozepek

. C . CY
1—sm5+sm—

. , - ) ) 2 1 , 1, s
egyenl6tlensége alapjan | 1—sin— [sin—< =—,tehat E < — ésegyenlGség
2 2 2 4 8

csakaz A=B=C =§ esetben all fenn.



15. példa: Melyik hegyesszogli ABC hdromszogre a legkisebb az F =1gA-tgB -tgC szorzat
értéke?
Megoldas: A szamtani és mértani kdzepek egyenlStlensége alapjan felirhatd, hogy

tgA+1gB +1gC
& g3 £- > JJtgA-tgB-tgC ,de tgA+1gB+1gC =1tgA-tgB-tgC , ezért azonnal kapjuk,

hogy 1gA-tgB-1gC = 3\/§ ,egyenléség A=B=C =§esetben all fenn.

16. példa: Adott kor koré irhaté haromszogek kozil melyiknek a legkisebb a teriilete?
Megoldas: Az altalanossag csorbitasa nélkil feltételezhetd, hogy
az adott kor sugara egységnyi. Ekkor, a mellékelt dbra jeloléseivel
felirhato, hogy: AB =tgA+1tgB, BC =tgB+1gC,

CA =1gC +1gA . Ekkor az ABC haromszog teriilete egyenl6:

1
T =E(tgA+th+th+th+th+tgA) =1gA+1gB+1gC =

=1gA-1gB-tgC és mar lattuk, hogy 1gA-1gB -tgC 2 3\/§ .
T
Egyenléségaz A=B=C= g esetben, vagyis egyenld oldalu haromszogben all fenn.

17. példa: AT terilet( altalanos ABC haromszégbe egy A B,C, haromszoget irunk. Mennyi

ennek a haromszog teriletnek a maximuma?
Megoldas: A mellékelt dbra jeldléseit hasznalva igazoljuk, hogy A
ha BA1=p- A:C, CB1=q - B1A, CC’=r- C’A, akkor igaz, hogy

1+ pgr
1+ p)A+g)d+r)
T(ABC,)= T-T,-T,-T, (*) ahol T=T=ABC). Tovabb3a
AC/AB;simnA r 1 AC-AB-simA_r 1
2 Cl+rl+g 2 147 l+g

1 1
.Teljesen hasonléan kapjuk, hogy 7, ZILI—T, T, ZILI—T. Ezeket behelyettesitve az (1)
+pl+r +ql+p

Osszefliggésbe, a muiveletek elvégzése utan éppen a jelzett 6sszefliggés adadik.

1+ pgr 1+ pgr 1 .
Del+p=22p, 1+g=2q, 1+r22\/; , ezért Pq < TPAT 7 hiszen
p22p. 1+422q T+ U+ 8ypgr 4

T(ABC)= T(ABC). Valdban, felirhatd, hogy

T1:

2
(1—\/pqr) >1,igy hat T(ABC,) siT(ABC). Egyenlség p= g=r= 1 esetben all fenn, amikor az

A, B, C,pontok éppen oldalfelezd pontok.

18. példa: Az ABCD konvex négyszog AB, BC, CD, DA oldalain felvessziik rendre az A;, By, C3, D1

, AA, BB DD, , .. .. . s
pontokat ugy, hogy —-=—2>~ _C¢ _Db _ k >0.Ha az ABCD négyszog teriilete allando, és
AB BC CD DA

az A B,C,D, négyszog terillete T, hatdrozzuk meg a T legkisebb értékét!

ko1 ko1
Megoldas: T = ——— T(DAC), T, =—— —_T(BAC) i
8 e ke L PACL T = TBAC) ey

T+T, = LZT(ABCD) . Teljesen hasonléan T, +T, = LZT(ABCD)
To(k+1) (k+1)

2
Tovabba T =T(ABCD)— (T, +T, + T, +T,) = K+l -T(ABCD) és

k*+2k +



k*+1 1
PR, _1 25 & (k —1)2 > 0. Egyenl6ség k=1 esetben all fenn, amikor is A;, By, C1, D1 oldalfelezd
+2k +

pontok, és A B,C,D, paralelogramma.

A kovetkez6 részben kiilonb6z6 elemi fliggvények szélsGértékét fogjuk meghatarozni elemi
maodszerekkel.



