Széls6érték problémak elemi megoldasa
l. rész
Izoperimetrikus problémak

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a dolgozatban szélsGértékek szdmolasaval foglalkozunk, de csupdn csak elemi
maddszereket haszndlunk. Ez azt jelenti, hogy teljesen mell6zziik a matematikai analizis eszkozeit. Ez
egyes feladatok esetén nem is hasznalhatd, mas esetben inkdbb az elemi mddszerek szépségeire,
sokszinliségére és valtozatossagara fektetjiik a hangsulyt.

A szélsGérték fogalma gylijté fogalom, a legnagyobb (maximum) és a legkisebb (minimum)
értékek k6zos megnevezésére hasznaljak. Ezek értelmezése a kdvetkezd:

1. Ertelmezés: Az f:D c R— R flggvénynek M = f(a)globélis maximuma (egyszer(en

maximuma), ha f(x) <M minden xe D esetén.
2. Ertelmezés: Az f:Dc R— R flggvénynek m = f(b)globalis minimuma (egyszer(en
minimuma), ha f(x) = m minden x€ D esetén.

Amennyiben az egyenl6tlenségek a D halmaznak csak egy részhalmazan teljesiilnek, a szélsGértékek
csak lokali vagy helyi széls6értékek. Egy fliggvénynek lehet tobb lokalis minimuma vagy maximuma is,
és a lokalis maximum kisebb is lehet mint a lokalis minimum. A lokalis maximum koziil a legnagyobb a
flggvény globadlis maximuma, a lokalis minimumok koziil a legkisebb a fliggvény globalis minimuma.

A széls6érték problémak kozil egyik legrégibb problémak az dgynevezett izoperimetrikus
problémak. Az ,izoperimetrikus” sz6 az izo = alland6, periméter = keriilet sz60sszetételbdl ered. A
probléma a kovetkezd:

A sikbeli izoperimetrikus tétel:

a) Az adott keruletd sikalakzatok kozil a kor a legnagyobb teriiletd.

b) Az adott teriilet( sikalakzatok kozil a kor a legkisebb kerdletd.

Euklidész aki i.e. 300 korul élt, mar ismerte a téglalapok izoperimetrikus problémajanak a
megoldasat, amely valdszinlileg mar el6tte is ismert volt. Arkhimédesz (i.e. 287-212), ismerte az
izoperimetrikus tétel allitasat. l|d6szamitdsunk kezdete tajan a geometriai szélsGértékek
tanulmanyozasa mar meglehetdsen fejlett volt. Tudomasunk van arrél, hogy Zenodérosz, aki kb. i.e.
200 és i.sz. 90 kozott élt, irt egy ,lzoperimetrikus alakzatok” cim(i kényvet, ennek sajnos egyetlen
példanya sem maradt hatra, de az 6 eredményeit Ujra ismertette és bebizonyitotta az alexandriai
Papposz i.sz. 300 koriil.

A monda szerint az izoperimetrikus probléma eredete a kdvetkez6: Dido, Tyrosz kiralyanak
lanya volt. Nagybatyjahoz, Acerbdszhoz ment feleségiil, akit azonban mesés vagyona miatt hamarosan
meggyilkoltak. Dido ekkor Acerbdsz kincseivel egyitt Ciprusra menekiilt, majd innen tovabb hajézott
Afrika Szicilidhoz kozeli partjaira. EIment a vidék uralkoddjahoz és elmondta neki, hogy szeretne a
tengerpart mentén egy folddarabot vasarolni, de nem nagyobbat, mint amekkorat egy marhabdrrel
korul tud keriteni. Az uralkodd mosolyogva beleegyezett a szépséges kirdlyné kérésébe, sét
nagylelk(ien még meg is ajandékozta egy jokora marhabdérrel. Az okos Dido keskeny csikokra vagta azt
szét és a szeleteket Osszecsomdzva olyan hosszu kotélhez jutott, amelyikkel joval nagyobb
(tengerbenyuld) foldterlletet lehetett elkeriteni a tengerparton, mint amekkorat az uralkodd
elképzelt. gy alapitotta meg Karthagd virdgzé varosat, aminek késébb & lett a kiralyndje.

A kozépkorban szamos neves matematikus foglalkozott ezzel a témakdrrel. Néhany hires nevet
emlitve: Descartes (1596-1650), Jacob Bernoulli (1645-1705), Johann Bernoulli (1667-1748), Euler
(1707-1783), Lagrange (1736-1813), és masok Kétségtelenil Jacob Steiner (1796-1863) svajci
matematikus volt az, akinek a munkassdga a korabbi eredmények betet6zését jelentette, szintetizalta
a korabbi eredményeket, Uj otletekkel gazdagitotta e problémakort, de mindegyikik (akdrcsak
Zenoddrosz is), nyilvanvalénak tartotta és nem bizonyitotta azt, hogy létezik megoldasa ennek a
problémanak. (v.6. [3], 9. oldal). Dirichlet (1805-1859) vette észre el6szor az izoperimetrikus tétel
eddigi bizonyitdsdnak a hianyossagat, és csak 1870-ben, Weierstrass (1815-1892) kiiszobolte ki ezt,
ugyanis szigorian bebizonyitotta a kor nevezetes szélsGérték tulajdonsagat. Ezek utan szdmos mas
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matematikus foglalkozott a probléma kilénb6z6 bizonyitasaval (v. 6. [3], 26. oldal), de mindmaig
egyetlen igazan elemi bizonyitds sem szlletett.

A sikbeli izoperimetrikus tétel bizonyitasanak a menete a kdvetkezd:

1) A Weierstrass—tétel segitségével belatjuk, hogy az adott k kerilet(i n oldali sokszogek kozott
|étezik maximalis teriletd, ha n rogzitett.

2) Belatjuk, hogy az azonos hosszusagu, n oldald, zart sokszégvonalak kozil a szabalyos sokszég
terllete a legnagyobb.

3) Belatjuk, hogy az adott k keriiletd, szabalyos sokszogek teriiletének van szuprémuma, midén
befutja N-et, a k keriletd kor terilete.

Mivel erre nincs elemi bizonyitas, a dolgozatunkban ezt nem is mutatjuk be, ellenben megjegyezziik,

hogy a bizonyitasnak szamos lancszeme elemi, és ezeket részben fellelhetjik a kdvetkez6 feladatok

bizonyitasaban.

1) A haromszoég izoperimetrikus tételei:
a) Adott kerileti haromszogek koziil az egyenlé oldalinak a legnagyobb a terilete.
b) Adott tertletl haromszogek kozill az egyenl6 oldalunak a legkisebb a kertlete.

. fos . . ) » . . a+b+c
Bizonyitas: Jel6lje a, b, c az ABC haromszdg megfelelS oldalainak a hosszat, és legyen p=——— a

2
haromszog félkerilete, és T a teriilete. Ekkor Heron képlete szerint T = \/p(p —a)(p—-b)(p—-c).

xtytzo

De a szdmtani és mértani kozepeknek az xyz egyenl6tlensége alapjan felirhatd, hogy

(p—a)+(p—b)+(p—c)
3

T* = p(p—a)(p—b)(p—C)Sp( J :% vagyis 33T < p* (¥)

Mivel a (*) egyenlGtlenségben az egyenl&ség a=b=c esetben all fenn, ezért a két tétel allitasa

3
nyilvanvalo, s6t mi tobb, az a) esetben ha p dllando, akkor 7, = p2 —, a b) esetben pedigha T

allando, akkor p, .- V33T

2) A négysz6g izoperimetrikus tételei:
a) Adott kerilet(i négyszogek koziil a négyzetnek a legnagyobb a teriilete.
b) Adott teriletli négyszogek koziil a négyzetnek a legkisebb a kerilete.
Bizonyitas: Jeldlje a, b, ¢, d az ABCD négyszog megfelel§ oldalainak a hosszat, és legyen

atb+c+d . ) N G .
p =————— a négyszog félkerlilete, és T a terlilete. A négyszogek esetében is fennall a Heron
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B+D
képlethez hasonlo dsszefliggés: T = \/(p —a)(p—b)(p—c)p—d)—abcd - cos 5

X+y+z+t

De a szamtani és mértani kozepeknek az > ¥ xyzt egyenl6tlensége alapjan felirhato,

<p—a>+<p—b>+<p—c>+<p—d>j“_(3_pj“ ()
4 4

hogy T°<(p-a)(p-b)p—c)(p—d)< (

+D

B
Egyenléség akkor all fenn, ha el8szor is cos’ =0 B+ D=180° vagyis a négyszog

korbeirhato, tovabba még a= b= c= d is kell teljesiljon. Ezért a (**) egyenl6tlenség alapjan a két allitas
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3
bizonyitdsa nyilvanvald, sét mi tébb, az a) esetben ha p allandd, akkor T :(ij , a b) esetben

T
5

Tanulsagos kiilon megvizsgalni a kdvetkezd sajatos esetet:

pedig ha T allandd, akkor p . =

3) A téglalap izoperimetrikus tételei:
a) Adott kerilet( téglalapok koziil a négyzetnek a legnagyobb a teriilete.
b) Adott tertletl téglalapok kozil a négyzetnek a legkisebb a kerilete.
Bizonyitas: Jeloljik, x, y-nak a téglalap méreteit, T-vel a teriiletét, K-val a keriiletét. Tehat T=xy és

X+
K=2(x+y). Az

2
K ,
Y 2 ./xy kozéparanyos egyenl6tlenség alapjan azonnal adddik, hogy T < (Zj . Es
mivel az egyenlGség csak x=y esetben all fenn, ezzel belattuk az allitasainkat.

4) Keressik meg egy adott R sugaru kor koré irt egyenld szaru trapéz keriletének a minimumat!
Megoldas: A mellékelt dbra szerint jel6lje x illetve y a csucsok

. ‘s e . , s X X
tdvolsagat az érintési pontoktdl. Meghuzva a trapéz két

magassagat, Pitagorasz tétele alapjan (2R)* = (x+y)’ —(x—y)* IR

ahonnan xy = R*. Ezzel a feltétellel meg kell dllapitanunk a

+
p=4(x+y) trapézkeriilet legkisebb értékét. Mivel al > Y >.\/xy, y Y

ezért % >JR’ & p 28R ésegyenlGségaz x=y= R\/E Y Y

esetben all fenn, amikor is a trapéz négyzetté alakul, és ekkor p . = 8Rx/§ .

5) Mekkora a minimalis kertlet(i rombusz oldala, ha a beirhatd kér sugara R?
Megoldas: A mellékelt dbra szerint jelolje x illetve y a cstcsok
tavolsagat az érintési pontoktdl. Mivel a rombusz atléi merélegesek

egymasra, ezért a magassagtétel értelmében R=./xy & xy = R*.

Ezzel a feltétellel meg kell allapitanunk a p=4(x+y) rombuszkerilet

+
legkisebb értékét. Mivel xzy > [xy , ezért gzx/Rz o p>8Reés Y

egyenlfségaz x=y= R\/E esetben 3ll fenn, amikor is a rombusz

négyzetté alakul, és ekkor p_. = 8R2.

6) Hatdrozzuk meg az R sugaru koérbe irt téglalapok kozil azt, amelyiknek a legnagyobb a
terilete!
Megoldas: A téglalap oldalait jeldljik x illetve y-nal. Felirhatd, hogy

x4+ y2 = 4R . Tovabbd ha T a téglalap teriilete, akkor 7 = xy . Képezziik
a kévetkez6 fuggvényt: f(x,y)=xy* =x*(4R—x*) =—x*+4R*x* . 2R

Ekkor az x” =1 jeloléssel, az f(t) =—t> +4R*t fuggvény minimumat kell

b
meghatarozni, amita ¢ = —2— =4R? esetben vesz fel, ahonnan x = Rﬁ
a

ésigy y= R\/E ami azt jelenti, hogy a téglalap akkor veszi fel a legnagyobb teriletet, amikor éppen
négyzet.



7) Hatdrozzuk meg, hogy adott négyzetbe irt négyzetek kozil melyiknek minimdlis a
terilete!

Megoldas: Legyen az eredeti négyzet oldala a. A mellékelt dbra ax X
jeloléseit hasznalva felirhatjuk, hogy a beirt négyzet oldalhossza

a-X
egyenlé \/x2 +(a—x) = \/2x2 —2ax+a’ , ezért a beirt négyzet

. 2 2 . o . 7 o .
terilete T =2x" —2ax+ a” aminek minimuma van, és ezt a minimumot

a o -
X= —2— = — esetben veszi fol, vagyis akkor, amikor a beirt négyzet X &x
a

csucsai éppen oldalfelezé pontok.

8) Hatdrozzuk meg az adott szabdlyos haromszogbe irt téglalapok kozil azt, amelynek a
legnagyobb a teriilete!
Megoldas: A szabalyos haromszog oldalhossza legyen a, tovabba X X a
téglalap méretei pedig x és y. A mellékelt dbra jel6léseit

haszndlva szamitsuk ki a téglalap y méret( oldalhosszat:
2
a—x 3 : :
y=,[(a—x) - =(a—x)£.TehétatégIaIap o v y Wl
2 2
3 3 a3 -
terilete T=—X(a—x)=—£x2+—x. Ennek a a4 x X 2
2 2 2 2 2
b a av'3
masodfoku kifejezésnek maximuma van, és ezt x = —2— = — esetben veszi fol, amikoris y = T\/_
a

vagyis a téglalap vizszintes oldal a kbzépvonal, a fliggéleges oldala a szabalyos haromszog
magassaganak a felével egyenlé.

9) Az R sugaru negyedkdrbe téglalapot irunk ugy, hogy egyik csucs a negyedkor
kozéppontjaban, masik csticsa a negyedkoron legyen. Mikor a legnagyobb ennek a terilete?
Megoldas: A mellékelt dbra jeloléseit hasznalva felirjuk a téglalap

teriiletét: T = (R—x)(R — y) és ugyanakkor (R—x)*>+(R—y)* =R”? ¥
a’+b’ R
Az 5 > ab egyenlGtlenség alapjagn a=R—x, b=R—y R-y
) R-x X

valasztassal 7 >T adddik, egyenl6ség a= b vagyis x=y esetben all fenn

amikoris R—x=R—-y= vagyis a téglalap tulajdonképpen négyzet.
10) Adva van egy haromszog a alapja és k keriilete. Mikor maximalis a terilet?

‘ . . . k +b+
1. Megoldas: A Héron képlete szerint, ha p ZE :a—zc a haromszog félkerilete, akkor

T= \/p(p —a)(p—b)(p—c) .Ebbdl dllandb az a ésa p—a ezértirjuk a teriletet igy:

T =\/p(p—a) -\/(p—b)(p—c) . Most alkalmazzuk a\/g <

xX+y

egyenlGtlenségetaz x=p—>b



—_ + j—
és y = p —c vdlasztassal. Ekkor /(p—b)(p—c) < % = % = dllando . Tehdt

a
T<\p(p—a) E =dllando . Egyenl&ség akkor all fenn, ha x=y, vagyis b= c, vagyis a haromszog

egyenld szaru.

2. Megoldas: Rajzoljunk olyan ellipszist, amelynek a fékuszpontjai az
adott alappal egyenl6 tavolsagra vannak egymastdl, tovabba a
nagytengelye a haromszog keriletének és alapjanak a kiilonbsége.
Ezen az ellipszisen helyezkedik el a haromsz6g harmadik csucsa, és a
legnagyobb magassag nyilvan valdan az ellipszis tetd- illetve
mélypontjahoz tartozik, tehat a legnagyobb teriletl az a haromszog,
amely egyenl szaru.

11) Bizonyitsuk be, hogy az egyenld keriilet(i szabalyos sokszégek koziil annak nagyobb a
terilete, amelyiknek t6bb oldala van!
Megoldas: Legyen O a szabalyos sokszog kozéppontja, k a kerlilete, ke
és rajzoljuk meg az egyik oldaldhoz tartozé OAB egyenl6 szaru <
haromszoget, amelynek a magassaga legyen m, a kozéppontnal levé

=

csucsszog fele pedig — . Igy a szabalyos sokszog terlilete
n

k 4
k k on kK 4
I,=n—m=— 2n _% _n . Legyen most a két egyenlé
2n 2. 7T Az
18— 18—
n n
keriletd, de kilénbdz6 n, illetve n,oldalszamu szabélyos sokszog. Ezek terllete akkor
i z
k2 ni_ . kz n»: Ald4
I =—- illetve T, = —-———. Azt kell megmutatnunk, hogy ha példaul n, > n,, akkor
4r 4 4r
18— 18
n 1,

. T T, T
T, > T, . Mindenek el6tt szogezziik le, hogy n, 23 ,tehdt @, =—<— és O< o, =— < ,.

n, 3 n,
(04 (0% e, tea
Nyilvan elegend§ bizonyitani, hogy —— > —2— & % 8% a7 utobbi egyenl6tlenség helyes
1ga, g, o  a,

V4
voltat belathatjuk, ha megrajzoljuk a tgx fliggvény grafikus képét a {O,—} intervallumon, ahol a

fliggvény gorbe alulrél domboru (konvex), igy az O-t a (¢,1g¢Y,) ponttal 6sszekot6 hur alatta lesz az

O-ta (&,,tga,) ponttal 6sszekotd hdrnak, vagyis az elsé hir egyenesének az iranytangense kisebb

g, g s
18 8% kel igazoltuk az &llitasunkat.

al aZ
Eredményiil az is kdvetkezik, hogy az adott keriilet(, kilénb6z6 oldalszamu szabdlyos sokszogek
kozott nincsen maximalis tertlet(.

mint a masodik egyenes irdnytangense, vagyis

Ezzel befejezzik az izoperimetrikus tipusu szélsGértékek vizsgalatat és megjegyezziik, hogy a
dolgozatunk kovetkez6 részében geometriai jellegl problémak szélsGértékeivel foglalkozunk.



