Széls6érték problémak elemi megoldasa
II. rész
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Fiiggvények szélsGértéke
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Ebben a részben egy, vagy tobbvaltozds elemi fliggvény szélsGértékeit hatarozzuk meg, elemi
madszerekkel. A tovabbiakban a mddszerek valtozatossagara szeretnénk figyelmet forditani.

2

x +2
1. példa: Hatarozzuk megaz f(x) :ﬁ fluggvény minimumat, ha xe R.
x +1

2
+1+1 1 1
Megoldas: Felirhato, hogy f(x)= T Jxi+1+ >2 mert a+— =2 minden
VXt +1 VXt +1 a

a >0 esetén, és egyenléség Vx° +1=1< x =0 esetben &ll fenn.

4
2. példa: Hatérozzukmegaz f: R, — R, f(x)=— +x fluggvény legkisebb értékeét!
by

b+c

. .ooa+ . s s
Megoldas: Mivel T >3/abc minden a >0, b >0, ¢ > 0esetén, és egyenldség csak az

a =b = cesetben all fenn, ezért az a = —.b=c= 5 valasztassal f(x) =1 adddik, és egyenlGség

4
a —2:£<:> x° =8 & x =2 esetben all fenn.
X 2
3x” +18x+23
3. példa: Hatdrozzuk meg az f(x) :xz—x flggvény maximumat, ha x€ R.
x“+6x+10
3(x* +6x+10)-7 7
Megoldas: felirhato, hogy f(x) = (x > al ) =3——————— és ez akkor minimdlis, ha
x“+6x+10 x“+6x+10
7
——————— maximalis, és ez akkor igaz, ha x* 4+ 6x+10 minimalis, de ez akkor igaz, ha
x“+6x+10

x=—i2—3,|’gyhét f(x)= f(-3)=—4.
2a

X2 37+ 2x7 +2x+2

4. példa: Hatdrozzuk meg az f(x) = 5
x +x+1

fliggvény minimumat, ha

xXe R!
(P +x+D) +x7+x+1

1
> =x2+x+1+2—22,és
x +x+1 x +x+1

egyenlGség csak az x> + x+1=1, vagyis xe {O,—l} esetben all fenn.

Megoldas: Felirhato, hogy f(x)=

2
X +x+1
5. példa: Hatdrozzuk meg az f(x) = 2—1 flggvény szélsGértékeit, ha xe R.
x*+



2
X +x+1
Megoldas: Legyen 2—1 =y, ahonnan (y —Dx*—x+ y—1=0 valds x esetén teljesul, ezért
X+

A >0, amialapjan 4y> —8y+3 <0 vagyis ye {1,3}

22
2
6. példa: Hatarozzuk megaz f: [0,5] —-R, f(x)= w fuggvény szélsGértékeit!
X —5x—
2(x* =5x—6)+x+1 +1 .
Megoldas: Felirhatd, hogy f(x)= (x 25x 6)+x = al =2+ . Es mivel az
x"—5x—-6 (x=6)(x+1) x—6
e, g 11
x— 5 fuggvény szigortan csokkend, ezért 1= f(5) < f(x) < f(0)= 5
x—

x+1
7. példa: Hatarozzuk megaz f :[O, 1] —-R, f(x)= Z il fuggvény szélsGértékeit!
X +x+

Megoldas: Vizsgaljuk meg a figgvény monotonitdsat. Legyen a > 8 > 0. Ekkor felirhato, hogy

o'+ ) - (1+a) _ (a’ - p*)+af(a-p)
a’+a+)) (B +B+1D) (F +a+ D) (S +[+1)

>0 ami azt jelenti, hogy az f

fB)-fle= (
fuggvény szigoruan csokkend, ezért % =f()< f(x)<f(0)=1

2
—-2x+2
8. példa: Hatarozzuk megaz f : R\{l} —->R, f(x)= % fuggvény szélsGértékeit!
x—

1 1 1
Megoldas: Vegylik észre, hogy f(x)= 5(x—1+—j ésaz a+—=2 minden a >0 esetén
a

2 2
X

alapjan, ha x> 1, akkor f(x) =>1. Ellenben, ha x< 1, akkor mivel f(x)= —1 és
pj f(x) f(x) D) D)

2

2(x-1
hogy az m= 1 a fliggvénynek csak lokalis minimuma, Ugyszintén az M= -1 is csak lokalis maximuma.

szigoruan csokkend, ezért

—1< -1 és egyenl8ség csak x= 0 esetben all fenn. Vegyiik észre,

9. példa: Hatdrozzuk meg az f(x) =+ x—3++7—x kifejezés legkisebb és legnagyobb
értékét, ha xe R!

2 2
fa +b a+b
Megoldas: Mivel > 2 5 és egyenl8ség csak az a = b esetben all fenn, ezért az

X=3+T-x Vx=3+7-x
2 B 2
Vx=3++7—-x< 2\/5, egyenl@ség akkor all fenn, ha x—3 =7 —x, vagyis x=5.

a=~x—3 és b=+/7—x valasztassal felirhato, hogy: \/ , vagyis

MasfelSl f2(x)=4+2Jx—3-v7—x >4, és egyenléség akkor all fenn, ha x=3 vagy x=7.



10. példa: Hatarozzuk meg az f(x)=35sin x+12cos x kifejezés legkisebb és legnagyobb

értékét, ha xe R!

Megoldas: Ismert a Cauchy-Buniakovsky-Schwarz féle egyenlStlenség sajatos esete, miszerint:
(aA+bB)2 <(a’+b*)(A* +B*).Hamost a =sinx, b=cosx, A=5, B=12, akkor
fA(x)< (52 +122)(sin2 x+cos’ x) =13%, ahonnan |f(x)| <13, ezért —13< f(x)<13.
11. példa: Adjuk meg az f(x) =sin® x+cos® x fuggvény szélsGértékeit, ha xe R !
Megoldas: Végezziik el az alabbi atalakitasokat: f(x)=(sin* x+cos* x)* —2sin* xcos® x.

Ellenben 1= (sin® x+cos”® x)* =sin* x+cos* x+2sin” xcos’ x, igy felirhatd, hogy

. . 1. .
f(x)=(1-2sin”* xcos® x)* —2sin* xcos* x = gsm4 2x—sin” 2x+1. Vezessiik most be a

. . 1 1
sin” 2x = a valtozdcserét. igy a gla)= gaz —a+l= g(a —4)? —1 fuggvény szélséértékeit kell
meghatédroznunk, ahol 0 < a <1 . De mivel az a véltozd nem veheti fol az 4 értéket, ezérta g
1
fliggvény esetén nem irhaté fel, hogy g(a —4)* —1>—1 hanem arra kévetkeztethetiink, hogy a g

fuggvény parabolajinak a cstcsa a V(4,—1) pontban van, és mivel a <1 , ezért a<4 , vagyis a

parabolanak csak a baloldali leszallé agarél van sz6, ahol a g fliggvény monoton csékkené a [0,1]

1
intervallumon, ezért g =g(1)<g(a) < g(0)=1 és ezek adjak egyben az f fliggvény szélsGértékeit is.

12. példa: Hatdrozzuk meg az f : [O, 1] — R, f(x)=2"3""+3"2"" fiiggvény szélséértékeit!

2 2
/a +b” _a+b
Megoldas: Mivel 5 > > és egyenl8ség csak az a =b esetben &ll fenn, ezért

x~l-x xAyl—x
f(zx) = 23 ;3 2 > /27373 = \/g vagyis f(x) = 2\/6 . Egyenl&ség

X 2 1-x 1
23 =30 o (Ej = (Ej S x= 5 esetben all fenn. Masfeldl becsuljik meg az f(x)-5

kiilonbséget! felirhatd, hogy:

f(x)_5:3(§ 6" 6"

=(2" —3"){(%) —%J 3 <0 ha xe [0, 1] ,ezért f(x)<5.EgyenlGség x=0 vagy x=1 esetben all

fenn.

X X 2x X X xXnQx XX X XX X
2j+2(3j_3_2:(32 3-32)+(2:3°-2-2'3") _3-2'(2'-3")-2-3"(2'-3")



) b
13. példa: Hatdrozzuk mg az f(x) = ax" +— flggvény minimumat, ha a, b, x, m, n>0 és
X

m, n természetes szamok!
Megoldas: [rjuk fel a szamtani és mértani kdzéparanyosok kozotti egyenlétlenséget m+n tag esetén,
a kovetkezd valasztassal:

ax"  ax"™ ax" ( b b b j |

ot + + . I

n n n mx"  mx" mx" S \/a” p" 1 (aj (b} e
- \n

aY' (b |
Tehat f(x)=(m+n) l:(—) (—j } , vagyis ez utdbbi kifejezés az f fliggvény minimuma, és ezt
n m

ax" b I 1) nb \mn o
AZ—=—-"SS )X =—SSXx=| — esetben veszi fol.
n  mx" ma ma
14. példa: Hatarozzuk megaz f: R — R, f(x)=x’ —5x* +11 fuggvény szélséértékeit!
Megoldas: Nyilvanvalo, hogy az f(x) = x* —5x* +11 fiiggvénynek akkor vannak szélsGértékei, mint
amikora g(x)=x" —5x* = x*(x—5) . Ennek a szélséértékeit kdnnyen meghatarozhatjuk, ha

meghatarozzuk a h(x) =—g(x) = x*(5—x) fiiggvény szélséértékeit. Alkalmazzuk a szamtani és a

4
P C e P Yo . P . 5—
mértani kozepek egyenlGtlenségét a kovetkez6 valasztassal: 1= 4 >3- (44 2,

vagyis h(x) < 4* =256. Egyenléség % =5—x & x =4 esetben éll fenn, ekkor h-nak helyi

maximuma, igy f-nek minimuma van, és minf(x)= f(4)= -245. MasfelSl, ha x <0 akkora h
fuggvénynek helyi minimuma van, hiszen x*(5— x) = 0 és egyenl8ség x=0 esetben &ll fenn, ez lesz az
f maximum helye, amelyre maxf(x)=f(0)=11.

15. példa: Mennyi az a-b minimuma, ha a >0, b >0 és Sa+7b=1?

X+
Megoldas: Mivel minden x >0, y >0 esetén J 2> ./Xxy ésegyenl8ség csak x = y esetben igaz,

ezért % = # >+/35ab , ahonnan ab < ﬁ, egyenl8ség Sa ="7b esetben igaz, az Sa+7b=1

alapjan a = i és b :i esetben all fenn.
10 14

16. példa: Ha x* + y” =1, akkor hatdrozzuk megaz E = 2x + 3y kifejezés szélsGértékeit!

Megoldas: Legyen 2x+3y = p ésaz X+ y2 =1 Osszefliggés alapjan, mivel x = P , ezért

13y* —6py+ p> —4 =0 megoldhaté a valds szamok halmazan, ezért A >0, ahonnan
p’ <13 -13< p<13.



17. példa: A Descartes-féle sikbeli derékszdg_ koordindtarendszer mely pontjaira teljesiil,
hogy x*+y* =1és |x+ y| maximadlis?
Megoldas: Ismert az abszolut érték haromszog egyenl6tlensége, miszerint |x+ y| < |x| +|y| és

egyenl@ség akkor all fenn, ha a két szam egyforma el6jeld. Tovabba a szamtani és négyzetes
kozéparanyosok egyenl6tlensége alapjan felirhato, hogy:

‘.\'+_‘}'|E|.\'|+|_\‘|£ X +y° =L=_
2 2 2 22
Egyenldség azokra a szampdrokra all fenn, amelyekre az |x| = | y| €s x, y azonos elgjeld, és
2 2 2 2
X+ y2 =1. Ezért a feltételnek eleget tevd szamparok £,£ , —£,—£ . Ezekre az
2 2 2 2
értékekre lesz a |x+ y| maximalis.
2 2
18. példa: Mennyiaz £ = + kifejezés minimuma, ha x>1, y>1?
y=1 x-1
X+ y2 Xty
Megoldas: Végezzik el az a=x-1 és b=y-1 valtozécserét. Ekkor, az 5 > > egyenl6tlenség

(a+1)* +(b+1)2
alapjan E__ b a__ > (a+l+2j(b+l+2j2\/4-4=4,ugyanis a+122 és
2 2 a b a

1
b+E >2,igy E2>8, EgyenlGség a =b =1 vagyis x = y = 2 esetben all fenn.

(P> + p+)(q° +q+ DI +r+1)(s*+5+1)

19. példa: Hatadrozzuk megaz £ = kifejezés
pqrs
minimumat, ha p,q,r,s >0.
1 o +x+1 1
Megoldas: Mivel a +— =2 minden a >0 esetén, ezért ————=1+x+—2>3,igy hat
a X X

E>3-3-3-3=81, egyenléség p =g =r=s=1 esetben all fenn.

(a+b)(b+c)c+a)
abc

20. példa: Mennyi az minimuma, ha a >0, >0, ¢>07?

X+
Megoldas: Mivel minden x >0, y >0 esetén Y

2> ./xy ésegyenlGség csak x =y esetben igaz,

ezért felirhato, hogy: a;—b b;C c-|2-a > \/ab\/E\/c_ =abc , ezért (a+b)(b—]i9-c)(c+a) >8és
abc

egyenl8ség az a =b =c all fenn.

21. példa: Ha a,b,cz—% és a+b+c =1, akkor mennyi az E=2a+1+J2b+1+~2c+1

kifejezés maximuma illetve minimuma?



2 2 2
. . [X ty +2 xXt+y+z | s . .
Megoldas: Mivel ); > ;: és egyenl8ség az x = y = z esetben all fenn, ezért az

2a+1++2b+1++2c+1
X=\/20+1, y=\/2b+1, z=2c+1 esetben felirhato, hogy\/gz \/ a \/ l?: \/ ¢ ’

1
ahonnan E <+/15, egyenléség a=b=c 25 esetben all fenn. Masfeldl felirhatd, hogy

E? 25+2(x/2a+1x/2b+1+\/2b+1\/2c+1+\/2c+1\/2a+1)25 vagyis EZ\/E . EgyenlGség

1
akkor all fenn, ha a harom szam kozul ketté _E -el egyenl, a harmadik pedigaz a+b+c =1
alapjan 2-vel egyenlé.

22. példa: Az x,y, z valés szamokra teljeslilnekaz x+ y+z=4 ésaz xy+ yz+zx =4
egyenl@ségek. Milyen korlatok kdzott valtozhatnak az x, y, z szamok?
Megoldas: Az egyenletrendszer igy is felirhaté: x+ y=4—1z és xy=4—z(x+ y) vagyis
x+y=4—zés xy=4—4z+47" . Képezziik azt a masodfoku egyenletet, amelynek a gyokei x, y:

t* —(4—27)t+4—4z+ 7> =0. Mivel az egyenletnek valds gyokei kell legyenek, ezért

8| . .
A 20& ze [O,g . Es mivel az eredeti egyenlet rendszer szimmetrikus az x, y,z —ben , ezért igaz

8 8
azis, hogy xe | 0,— |és ye|0,—|.
o [ 3} ’ [ 3}

23. példa: Hatarozzuk megaz f(x,y,z) =

6
(x+y+z) ,
—— fliggvény minimumat, ha x>0, y>0 és
7

z>0 valds szamok!
Megoldas: Alkalmazzuk a szdmtani és a mértani kozepek kdzotti egyenlétlenséget 6 tag esetén, a

kovetkez valasztassal:

y Yy 2z Z Z
B i A Sk S S T 3 6
| x+y+z
2 2 3 33 Zf)xy—z— ahonnan f(x,y,z)=%22433. EgyenlBség az
6 4 27 xy'z
x:X:E esetben all fenn.
2 3
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