TERULETATALAKITASI FELADATOK RAJZOKBAN
(I. rész)

Tuzson Zoltan

A kovetkezd feladatokat egyéni munkara széntuk mind &ltalanos iskolds, mind liceumi
tanuloknak. Az Osszegytijtott feladatok nagy elénye az, hogy elkészitett rajzok szemléltetik a
feladatokat, és a rajzok mellett roviden feltiintetjiik a feltevést és a kovetkeztetést. Ezéltal
a tanulok rovidebb id6 alatt elemezhetik a feladatokat, konnyebben megérthetik, gyorsabban
megoldhatjak és rovid id6 alatt sok 1) Otletre tehetnek szert.

Amint a cim is jelzi, nem szamértékes teriiletszamolési feladatokrol van sz6 (noha ilye-
nekre is atfogalmazhatok), hanem kiilonféle sikbeli alakzatokra bontés és egyesités altal — ki-
valtképpen az analizis-szintézis, Osszehasonlitas, kiegészités, Osszefiiggések észlelése, rendezés,
analégia, lényegkiemelés stb. gondolkodasi miiveleteket hasznalva — kell bizonyitanunk adott
Osszefiiggéseket, a kiilonbo6z6 alakzatok teriiletei kozott.

Az ilyen tipusu feladatok egyszertinek tiinhetnek, mér kezdetben vonzoak lehetnek, és a
kreativitast igényld és fejlesztd szerepiik vitathatatlan.

Mindenek el6tt ismerkedjiink meg réviden a teriilet fogalméaval. Jeloljiik S-sel a sikbeli
sokszoglapok halmazat. Azt a négyzetlapot, amelynek élhossza 1 egység, teriilet-egységnek ne-
vezziik, és E-vel jeloljiik.

A teriilet egy olyan T': S — R, fiiggvény, amelyet a kovetkezd axiomékkal értelmeziink:

(1) Ha E € S a teriiletegység, akkor T'(F) = 1.

(2) Ha Sy,S,€8,6s S =852, akkor T(S1) = T(S2).

(3) Ha Sy,S; €8, és S1NSy =@, akkor T(S; U Sy) =T(Sy) +T(Ss).

A kovetkezd feladatok megoldasa soran, mivel minden sokszoglapot héromszoglapokra
lehet felbontani, ezért leggyakrabban csak a derékszogl és az altalanos haromszoglapok terii-
letszamoléasi képleteit hasznaljuk. Ezek mellett gyakran hasznéljuk a nevezetes négyszoglapok
teriiletszamolasi képleteit, tovabba szinte sztonszertien hasznaljuk a (2)-es és (3)-as axiomakat,
és mindezek mellett a mér emlitett gondolkodési mtiveleteket. A feladatok utan ttmutatasokat
is taldlunk.
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Ha AB || CD, akkor T} = T5. Ha T} = T,, akkor AB || C'D.
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(3) (4)

A
B
Ha AB || CD és BC || AD, Ha T\ =T, = T3 = Ty, akkor
akkor Ty = Ty = T3 = Ty. AB || CD és BC || AD.
(5) (6)
D R C
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A P B
Ha AB || CD, BC || AD, M € BD, Ha AB || CD, BC || AD és
SQ || AB, PR || BC, akkor Ty = Ts. M egy bels6 pont, akkor
T1+T3 :T2+T4.
(7) (8)
D C
T
T, T, N
A M B
Ha AB | CD, BC || AD, AB = 3M B, Ha AB || CD, BC || AD,
BC =3BN, akkor T1 = T, = T;. M € (AC), akkor



(9)

)
@)

A B

Ha AB || CD, BF = FC, akkor

T = %T(ABCD).

(11)

Ha AM = MB, BN = NC,
CP = PD, DQ = QA,
akkor T' = %T(ABCD).

(13)
£

Ha AN = NB, CM = MD,
akkor Tl + T2 = T3.

A M B

Ha AB || CD, AM = MB, CN = ND,
Q € (MN), akkor T1 = TQ.

(12)

Ha AM = MB, BN = NC,
CP = PD, DQ = QA, akkor

1

(14)

Ha AMl = MlMQ = MQB,
CN2 = N2N1 = NlD, akkor

1
TQ = §(T1 +T3)
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(15)

A B

Ha AC N BD = {0}, akkor
T1T3 = T2T4.

(17)

Ha O bels6 pont, SP || BC,
MQ || AB, NR || AC, akkor

VT + VT +T; = \/T(ABC).

(19)

T(ABC) = bc - sin A

Ha AB || CD, akkor
VT, + T, = \/T(ABCD).

(18)
A

CI A\ B'
T

E
RV

A

Ha AB || A'B', BC || BC', CA || C'A/,
¢s T = T(ABC), T' = T(A'B'C"), akkor
VI + VL + VT +VTi+ VT + VT =
— VT + VT

(20)

AM AN
H = =
a P Ac ¢, (p,q > 0),

akkor T = pqT (ABC).




MN NC 1

Ha pe=3c~1

AR =SB = %AB, akkor T = gT(ABC).

(25)

Ha BA1 =p- Alc, CBl =4q- BlA,

ACy =r-CiB, p,q,r > 0, akkor
1+ pgr

T1 -

1+p)(A+g1+r)

CP=AQ = %AC,

T(ABC).

(22)

CP _PQ 2 BR 1
CA CA 5 BA 3
41

akkor 7' = %T(ABC).

(24) |
A
Ha B'B = BC, C'C = AC,
A'A = AB, akkor T(A'B'C") = TT.
(26) .

Ha B'B=p-B'C,C'C =q-C'A,
A'A=r-A'B, 0 < p,q,r <1, akkor

1ROy 1 —pgr
TP = a-—ga-n"
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(27) (28)

A A
N T2

M
L6\ ’

B C B C
Ha MN || BC, {0} =BNNCM, Ha M tetsz6leges belsé pont
akkor T} = T5. és Ty = T5, akkor M az

A-bol huazott oldalfelezén van.

(29) (30)

A C
D H
' A
2
T, A B

B C
Ha M tetsz6leges belsé pont Ha M tetszéleges belsé pont
és Ty =T, = Ty, akkor és Ty =T, =Ty =Ty, akkor
M a haromszog siulypontja. ABCD paralelogramma.

Utmutatasok a feladatok megoldasihoz

(1) T(ABD) =T(ABC) = T + T(OAB) = To + T(OAB) = T, = T.

(2) T, =T, = T, + T(OAB) = Ty + T(OAB) = T(ABD) = T(ABC) = AB | CD.
(3) Az (1)-et alkalmazzuk kétszer.

(4) A (2)-t alkalmazzuk kétszer.

(5) T(ABD)=T(CBD,) és T, =Tg, T3 =T, = T =T5. (PBQM paralelogramma)
(6) Legyenek rendre m;,mg, ms,my az M-b6l az AD, AB, BC,CD oldalakra huzott

) AD - AB - BC - DC -
magassagok hossza. Igy 17 = Tml , Iy = 5 mz , Iy = ng, , Ty = TW =
:>T1+T3:T2-2|-T4. 9 1 1

(") T = §T(ABD) =3 iT(ABCD), hasonléan T3 = gT(ABC'D).

(8) Legyen my, illetve my az M pont tavolsiga az AB, illetve C'D oldalaktol.
AB - D - 1

Akkor Ty = =2 T, = % = T, +T, = ;T(ABCD)

(9) Legyen E € (AD) ugy, hogy AE = ED és my, illetve my a D, illetve A pontok

tavolsaga az EF-t6l.
EF- AB +CD)- AB +CD) -
Ekkor T(DEF) = le _ | +i Ve papk) = +Z )ma

(10) T(AMND) =T(MBCN), T(AMQ) = T(MBQ), T(CQN) = T(DQN).
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11) T = %T(DAC), Ty = %T(BAC) ST 4Ty = %T(ABCD), hasonléan T + T —
_ iT(AB(JD) .
(12) T(DQP)+T(BMN) = iT(ABCD) (a (11) alapjan), T(POQ) = T(MON) =

- %T(MNPQ) _ %T(ABCD) (11) s (3) alapjén) = Ti + Ty = %T(ABCD).
(13) T(ABCD) = T(ADM) + T(AMB) +T(BMC).
Igazolhato, hogy T(ADN) +T(BNC) =T(AMB).
(14) Ty = T(MyN,My) + T(N; Ny M) = %T(NlAMg) + %T(MgNlC) -
- %T(ANlC) + %T(CAMQ) % §T(ADC) + % §T(CAB) 3T(ABCD) -
= (T 4T+ T3).
(15) Legyen DD' | AC; BB' 1 AC. Ekkor 77 = %AO -DD', Ty = %AO - BB/,
T, — %co BB, T, = %co .DD'.

(16) \/T(ABCD) =V +VI, < T+ Th+T3+T, =T+ 2TV + 1Ty <—
<~ T3 + T4 = 2\/T1T2 g T3 + T4 = 2\/T3T4 <~ T3 = T4.
(17) Legyenek rendre z, y, z az O pont tavolsagai a BC' = a, CA = b, AB = c oldalaktdl,

T 2
ha, hy, he az ABC haromszog megfelel6 magassagai és T = T(ABC). Ekkor Tl = (hi) =

2
= (%) és az analdgjai, ugyanakkor ax + by + cz = 27T

(18) " AC" (C'E + ED + DA’ /T2 /T1 [T6
. DE T1 T1 T

Tehat VT! = VT; + VT + \/7_’6, hasonloan igazolhat6, hogy VT = /T + v/Ti + /Ts.

(19) Legyen BB' L AC, igy T(ABC) = %BB' -AC éssin A = il; .

(20) A (19) alapjan T' = %AM ANsin A = quB'AQﬂ = pqT(ABC).

(21) A (20) alapjan Ty = %T(ABC), T, = %T(ABC), T, = %T(ABC) és
T=TABC)~T, - T, —Ty = T = %T(ABC)

(22) A (20) alapjan T(ARQ) = ﬁT(ABC), T(BMR) = 11—2T(ABC), T(CNP) =

1 2 1 1 41

(23) A (20) alapjan T(ARQ) = %T(ABC), T(BMS) = éT(ABC),

2 1 1

T(CNP) = %T(ABC) gy T = ( —o s E) T(ABC) = gT(ABC).

(24) AC = CC' = T(C'CB) = T, CB = BB' = T(C'CB) = T(C'BB'), tehat
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T(CB'C') = 2T.

. r 1 P 1
25) A (2 lapjan T(AB = -—T, T(BA = — -
_o_a 1 _ s T, = T — _ _
T(CAlBl) = 1+ q 1 —{—pT’ ahol T' = T(ABC), es T1 =T T(ABlCl) T(BAlCl)
~T(CALB,).
r 1

(26) Kovethets a (24) dtlete, vagy a (20) szerint T(AA'C) =

l—r.l—q

bl

P 1 q 1

T(BB'A) = —— - T, TCC'B)=—""—-—-T.

(27) Az O ponton at meghiuzzuk a BC-vel parhuzamos EF egyenest, E € (BM),
F € (CN), {D} = AON MN. Igazolhat6, hogy EO = OF, és igy MD = DN = T, = Ts.

(28) Legyen AD oldalfelez6 és M az AD bal oldalan. Mivel Ty = T, és T(M BD) =
= T(MCD), ezért T(ABDM) = T(ACDM) <= T(ABD) — T(AMD) = T(ACD)+
+T(AMD). Azonban T(ABD) =T(ACD) = T(AMD) = 0 = A, M, D kollinearisak.

(29) A (28) szerint M rajta van mind a harom oldalfelezén.

(30) A (28) szerint M rajta van a B pont és az [AC| felez6pontjat 6sszekots szakaszon,

ugyanakkor rajta van a C pont és a [BD)] felez&pontjat 6sszekots szakaszon, és igy tovabb.
Ekkor AC és BD felezik egymaést.
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