TERULETATALAKITASI FELADATOK RAJZOKBAN
(I1. rész)

Tuzson Zoltan

Az itt Gsszegytijtott 30 feladat nagyrésze az anyaorszagban, a kiillonb6zé matematikai ver-
senyeken kittizott feladatokra, ezek atfogalmazasara vagy altaldnositésara épiil. Eztttal szeret-
ném kifejezni halas koszonetemet Roka Sandor féiskolai docens baratomnak, akinek a megjelent
igen tartalmas konyvei és munkafiizetei lehetévé tették, hogy hozzaférjek ezekhez a feladatok-
hoz. Szamos feladatban hivatkozunk az el6z6 részben kozolt feladat valamelyikére, ilyen esetben
annak a szaméat jeloljiik meg, ezért kezdddik itt a szdmozas 31-t6l. Nagyon remélem, hogy a
kozolt 60 feladat tartalmas segitséget nyujt az érdekl6dék szaméra.

(31) (32)
C
N
A A M B
Ha AM = MB, BN = NC, CP = PA és Ha AM = MB, BN = NC,
AN N BPNCM = {G}, akkor AN NCM = {G}, akkor
1 1
(33) (34)
D G C D C
N T
2
M 1
A
A E B M 5
Ha AB || CD, BC || AD, AE = EB, Ha AB || CD, BC || AD, AM = MB,
BF =FC,CG = GD, DH = HA, BN = NC, akkor
akkor T = %T(ABCD). T +T,+Ts = %T(ABC’D).
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(35) (36)

T, N
s Q T
A
A B M B
Ha AB || CD, BC || AD, Ha AB || CD, BC || AD és
BQ = QC és BD N AQ = {P}, akkor AM = MB, AN = ND, akkor
T+ Ty + T = %T(ABCD). T = gT(ABCD).

(38)
Ha AB || CD, BC || AD, Ha AB || CD, BC || AD,
R € (CD) tetszbleges, BM = DQ), CM =MD és DN = NA,
akkor T1 + 13 = T5. akkor T7 = T5.
(39) (40)
D N D C
¢ N
T
M
AT B A B
Ha AB || CD, BC || AD és Ha AB || CD, BC || AD és
1
AM = DN, akkor T = ZT(ABC’D). BM = MN = ND, akkor

1
T(AMCN) = 3T(ABCD).
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(41)

Ha AB || CD, M € (AB) és
N € (CD) tetszolegesek, akkor
T1 + TQ = T3.

(43)

Ha AM = MB és CN = ND,
1
akkor T = §T(ABCD).

(45)

Ha AM = MB, BN = NC,
CP = PD, DQ = QA, akkor

T1+T3+T5+T7:Tg.

(42)
D C
3
2 4
5
1 6
A M N
Ha AB || CD, DM 1 AB és
CN L AB, akkor
T1+T3+T5 :Ts.
(44)
N C
D
A M B

Ha MB = 2MA, ND = 2NC,
1
akkor T = gT(ABC'D).

(46)

A M, M, B

Ha ABCD négyzet és My, Mo,

Nl, NQ, Pla PQ, Qla QQ harmadold pOHtOk,

akkor T' = ST(ABC'D).



(47)

Ha ABCDEF szabélyos hatszog,
AM = MB é BN = NC,

(48)

A,
Aq A,
T
A
2
A Aj
Ha A1 A, ... AgAqy szabalyos
csillagotszog, akkor

1
akkor T1 = TQ. T= ET(AlAQ e AgAl()).
(49) (50)
D C
T
1
T b C T
A Bl *
T3
A B

Ha AB= BC =CA, P € Int(ABC)
tetszéleges, PA' 1 BC, PB' 1 CA,

1
PC' L AB, akkor Ty + T, + Ty = ;T(ABO).

Ha ABCD és A'B'C'D' parhuzamos
oldala négyzetek, akkor

T1 +T3:T2+T4.

(51) (52)
D P C D C
3
C/
4
QFg\ T \BAN N
) H
1 A T
A M B

A M B

Ha ABCD négyzet, és AM = MB,

BN = NC, akkor

1
Ty = 5 T(ABCD).

Ha ABCD négyzet, M, N, P, (Q
felez6pontok, akkor

T = %T(ABCD).
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(53)

A

Ha ABCD négyzet és BN = NC,

B

1
akkor T, = ET(ABC’D).

(55)

Ha OABC és OA'B'C' négyzetek,

akkor 17 = T5.

(57)

AA,

H

BB,

ésT =

YAB T BC D DA
akkor Tl + T3 = T2 + T4

k241
k2 +2k+1

. T(ABCD).

(54)

(56)

(58)

A

AA' BB _CC' DD

B

Ha ABCD négyzet, AM = MB,
BN = NC, akkor T3 = %T(ABCD).

Ha CA L BA, ACAlAQ, BABlBQ,
CB(C,C5 négyzetek, akkor
T]_ = T2 - T3.

és T(A'B'C'D') =

*ADTBA OB DC
ke (0,1), akkor T) + Ty = Ty + Ty

=k,

k2 +1

K2—2%k+1
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(59) (60)

A
BI
B A C
HaBA’_ cB -0 HaBA'_ cB AC’_T
A,C_pa B,A_qapaq ’ A,C_pa B,A_qa C,B_

akkor T7 = ﬁ -T(ABC). és p,q,r > 0, akkor

—1)2

T= (pgr — 1) T(ABC).

(pg+a+1)(gr+r+1)(rp+p+1)

Utmutatasok a feladatok megoldasahoz

(31) T(AMC) = %T(ABC), mert AM = %AB, T = %T(AMC), mert MG — %MC,
T, = éT(ABC).

(32) Legyen P € CA ugy, hogy AP = PC. Igy G az M NPA stlypontja.
1
T=2- ET(MNP) a (31) alapjan , és MNPA = CPNA = PAMA = NMBA.

(33) Legyen AC N BD = {O}. Ekkor M az ABCA és N az ADCA siulypontja és a
(31) alapjén T(ACN) = 2. %T(ACD), T(ACM) = 2. %T(ACB), de T(ACD) + T(ACB) =
= T(ABCD).

(34) Legyen AC N BD = {0O}. Ekkor Q a BADA és P a BCDA silypontja, és
a (31) feladat alapjan 7} + T(QOD) = 2 - éT(ABD), T; + T(POD) = 2 - %T(BC’D), de
T(QOD) + T(POD) = Ts.

T(ABCD), Ty = %T(ABCD),

DO | =
[N

1
(35) A (31) alapjan Tp = Ty = ;T(ABC) =
1 1 1 5

PRV IETE
1
(36) Meghuzzuk a BD és az AC atlokat. M N kozépvonal, igy T(AMN) = ZT(ABD) =

_ %T(ABCD); T(ACN) = %T(ACD) _ iT(ABC’D) _ %T(ABC’) — T(ACM).
T = T(ACN) + T(ACM) — T(AMN) = (% + % - %) T(ABCD) = gT(ABCD).
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(37) T(ABMQ) = T(CDQM) = 1T(ABCD) De 5 T(ABCD) = T(ABR) =

=T, + T(ABNP) =T, + T(ABMQ) - T, ~ Ty =T — T, — Ty + 5T(ABCD).
(38) Legyen AA" L CD; |AA'|=m és AB=CD = h; AM N BN = {0}.
T(ANB) = % “h- % - hTm , T(AMD) = % g m = hTm = T(ANB) — T(AON) =

= T(AMD) — T(AON) = T, = Ts.

(39) ‘Meghtuzzuk M N-et. A (3) szerint T(AMQ) = T(MQN) = T(NQD) =

T(DQA)'S 1, & T(MBP) = T(BPC) = T(CPN) = T(NPM) 2 1,;

Aty +to) = T(ABCD).
(40) T(MCN) %T(BCD) _ % - %T(ABCD); hasonléan T(MAN) = %T(ABCD);
T(AMCN) =2- 6 T(ABCD) = gT(ABCD). A feladat egyenértéki a (33)-mal.

(41) Meghuzzuk az M N szakaszt, az AMND és a BMNC trapézok esetén alkalmazzuk
az (1)-et és Osszegeziink.

(42) T(ADC)=T(BCD)=-T(MNCD),

Th+T3+Ty+ T =T(MNCD) =T(ADC)+T(BCD) =T, + To + 215 + T, + T5.

(43) Meghuzzuk az AC atlot. Jelolje Ty = T(AND), T, = T(ACN), T3 = T(CAM),
T4 = T(CMB) Mivel T1 = T2 éS T3 = T4 = T1 +T2 +T3 +T4 = T(ABCD) e 2(T2 +T3) =
=T(ABCD) < 2T =T(ABCD).

(44) Meghuzzuk az AC atlot és AN'-et ugy, hogy DN' = N'N, N' € DC. Az AC bal
oldalan 3 darab ugyanazon T teriiletdi haromszog keletkezik. Hasonloan M’ € AB ugy, hogy
MM' = M'B, az AC jobb oldalan 3 azonos Ty teriiletti hAromszog keletkezik.

3(I1 +T3) =T(ABCD) < 3T =T(ABCD).

l\Dl'—‘

~—

(45) A (43) alapjan To+To+T5 = %T(ABCD) =Ts+To+T, = To+Ty+Ts+13+2Ty =
=TABCD)=T1+To+ ..+ Ty =>To=T1 + T35+ T5+ T5.

(46) Meghuzzuk az M P,, MyP, N1Q2, NoQ; szakaszokat, igy 9 kongruens négyzetet
kapunk.

(47) DMBC = ENCD, mindkettd teriiletébdl kivonjuk a T(NCDP)-t

(48) Meghtizzuk az Ag Ay, Ay Ag és Ay Ag szakaszokat, ekkor az Ay A5 Ag Ay négy darabja
éppen az ezen kiviili tovabbi 4 darabbal fedésbe hozhato.

(49) Legyen AB = z és A'B' = y, a T, illetve Ty teriiletii trapézok magassaga my,

illetve ms.
z+1y)-m z+vy)-m T+ T+
Tl:(yQ#’TE}:(#?):;iTl—FTS: 2y-(m1+m3):Ty(’r—y):
22 — 2 1
= 5 . Hasonloan Ty + 714 = §($2 - 1112)-

(50) A P ponton keresztiil rendre parhuzamosokat htizunk a harom oldallal. Ekkor 3
darab szabalyos kishdromszog és 3 darab paralelogramma keletkezik. Mind a 6 alakzatnak fele
valamelyik szdmozott részbdl, masik fele nem szdmozott részbdl all.

(61) Az 1, 2, 3 és 4-gyel jelolt kongruens haromszogeket forgassuk el az M, N, P,Q
pontok koriil, amig Gsszeilleszkednek az M B, NC, PD és QA oldalakkal. Igy egy kereszt adodik,
ami 5 egybevago négyzetbdl all, a kozepén a T teriiletd.
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1
(562) Az (51). feladat abrajan lathato, hogy Ty = ZT’ tovabb4d a megoldéasbol
1 1
T = ET(ABCD), igy T, = %T(ABCD).
1
(63) GBNA ~ GDAA, a hasonlosagi arany % ezért a GBNA-nek a BN oldalhoz

1
tartozé magassaga gea GDAA-nek a DA oldalhoz tartoz6 magassagnak, vagyis g—a a négyzet

1
oldalanak. Tehat T, = 3—4T(ABC’D).

1 1
(54) T(ABN) =Ti+T,+Ts = [T(ABCD). Az (52) és (53) seerint Ty = - T(ABCD)

=~

és Ty = T(ABCD), | - (% + 21—0> - =
(55) Legyen A'O, || OC és A'O; = OC; AO, || OC" és AOy = OC". Ekkor OCO, A’
= OAO,C" paralelogrammak.
(56) Az (55) szerint Ty =T, = T3 = T(ABC).
(57) Meghuzzuk az AC atlot, a DACA-ben és a BACA-ben alkalmazzuk (20)-at.
k 1

1];1 =11 Tl -T(DAC) és Ty = ﬁlk Pl T(BAC) és Osszegezve Ty + T3 =
T=T(ABCD)— (T1 + Ty + T35 + T}).
k 1
(58) Meghuzzuk a BD atlot, a (20) alapjan 77 = 1% 1-% -T(ABD) és
k 1 . k

T3 = e ﬂT(C’BD). Osszegezve: Ty + T3 = = k)2T’

T(AIBICID,) e T + T1 + T2 + T3 + T4.

7 BA’ i) AB" 1 3

(59) T(PAC) ~ AC =p; T(PBC)  BC ¢ tovabba T(ABC) =T + T(PBC)+
+T(PCA).

(60) Az (59) alapjan, felirva annak analigjait is: T(PAB) = Zﬁ - T(ABC),
T(QBC)= —2L _T(ABC), T(RCA) = — . T(ABC).

gr+q+1 rp+r+1
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